Geneigter Leser,

Ein Wort zu den Symbolen und Losungen:

Es bedeuten ¢ Empfohlene Aufgabe
e Schwierige Aufgabe
0 Schwierige, empfohlene Aufgabe
¢ Anspruchsvolle Aufgabe

Die Losungen sind gedacht als Entwurf, sie sind von keiner anderen Instanz
durchgesehn oder korrigiert worden.

Bitte schicken Sie uns keine gut gemeinten Berichtigungsvorschldge:

Wir konnen sie nicht mehr einarbeiten, denn die guten FrameMaker—Dateien aus den
90er Jahren sind auf unsern heutigen Rechnern nicht mehr lesbar und auf wenigen alten
unzuverldssigen Exemplaren nur noch mit groRter Miihe zu 6ffnen und zu bearbeiten.

Und nun viel Erfolg !

Friedrich Barth, e.f.barth@t-online.de
Gert Krumbacher, grafioso@t-online-de

Miinchen, im Frithjahr 2017



I. Funktion und Graph  Grundbegriffe

I. Funktion und Graph
1. Grundbegriffe
1.1 Zuordnung

1 a) f(x) ist die Quersumme von x.

Zuordnung

X 1 2 3 4 5 8 10 12 20
fx) | 1 2 | 3 4 | 5 | 8 | 1 | 38 | 2
b) f(x) ist die Anzahl der Teiler von x.
X 1 2 3 4 5 8 10 12 20
fx) 1 | 2 2 | 38| 2 | 4 4 | 6 6
c¢) f(x) ist die Anzahl der echten Teiler von x.
X 1 2 3 4 5 8 10 12 20
fx) | 0 ' 1 1 2 1 3 | 3 5 | 5
d) f(x) ist die Anzahl der Primfaktoren 2 in x.
X 1 2 3 4 5 8 10 12 20
f£) | 0 1 | 0 2 0 | 38 1| 2 | 2
e) f(x)ist der grofite gemeinsame Teiler von x und 30.
X 1 2 3 4 5 8 10 12 20
fx) 1 | 2 | 3 2 | 5 | 2 | 10| 6 | 10
02 a) f(x)ist das Quadrat von x.
X -100 | —= -0,2| O 0,5 1 25 | 3,5 100
f(x) 110000 =2 10,04 O | 0,25 1 |6,25 12,25 10000
b) f(x) ist das arithmetische Mittel der Zahlen 1 und x.
x | -100 - | -0,2 O 0,5 1 25 3,5 100
f(x) -49,5|(1-w)/2 04 | 05 0,75 | 1 1,75 | 2,25 | 50,5
c¢) f(x) ist der absolute Betrag von x.
x |-100| -m |-0,2 0 0,5 1 25 | 3,5 | 100
f(x) = 100 T 0,2 0 0,5 1 25 | 3,5 | 100
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d) f(x) ist die ganze Zahl, die x am néichsten liegt.
Bei gleichen Abstdnden nimmt man die gerade Zahl.

x -100] -=m |-0,2 O 0,5 1 25 | 3,5 | 100

fx) 100 -3 O | O | O | 1 2 | 4 | 100

e) f(x) ist das Vorzeichen von x, das heift, f(x) = —1 fiir negative x,
f(x) = +1 fir positive x und f(0) = 0.

x [-100] -=m |-0,2 O 0,5 1 25 | 3,5 | 100

fx) | -1 | -1 | -1 | 0 1 1 1 1 1

f) f(x) ist die kleinste ganze Zahl, die grofler oder gleich x ist.

x |-100| -= [-0,2 O 0,5 1 25 | 3,5 100

fx) -100 -3 | 0 | © 1 1 3 | 4 | 100

g) f(x) ist die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist.

x | -100] -= |-0,2 O 0,5 1 25 | 3,5 | 100

f(x)  -100 -4 -1 0 0 1 2 3 100

h) f(x) =1 fir rationale x und f(x) = 0 sonst.

x |-100] - |-0,2 O 0,5 1 25 | 3,5 | 100

fx) | 1 0 1 1 1 1 1 1 1

3 a) f(x) =max(1, x)

X -2 -1 |-0,5 O 0,5 | 0,9 1 2 10

fx) -2 -1 [ -0,5 O 0 0 0 0 0

c¢) f(x) = max(x, x2)

X -2 -1 -0,5 O 0,5 | 0,9 1 2 10

f(x) 4 1 1025 O 0,5 | 0,9 1 4 100

4 a) Fir jeden a-Wert hat die Gleichung genau eine Losung:
Die Vorschrift ist eine Funktion.
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I. Funktion und Graph  Grundbegriffe = Funktionsterm und maximale Definitionsmenge

b) Schon 2 Geraden schneiden sich nicht oder sie schneiden sich,
Anzahlen der moglichen Schnittpunkte: O und 1.
Die Vorschrift ist keine Funktion.

¢) Zur Zahl n=5 gehoren die beiden Punkte (3|4) und (4|3).
Die Vorschrift ist keine Funktion.

51

a) f=20"-1 n 1 2 | 3 4 5 6
fo |0 1 3 7 | 15 | ?7=31

b) f,=n?+1 n 1 | 2 | 3 | 4 | 5 6
£, 2 5 10 17 26 | ?7=37

¢) f=fi4+n n 1 2 3 4 5 6

f,=1 £, 1 3 6 10 15 ?7=21
1.2 Funktionsterm und maximale Definitionsmenge
M1 fx)=2x-1
a) f(-2,5)=-6 b) f(-a?) =—2a2-1 c¢) f(x+h)=2x+2h-1
d) f(§)=§—1 e) f(f(x))=2(2x-1)-1=4x-3
02 f(x)=x-x%x2  Term als Produkt f(x)=x(1-x)

a) f(./2)=.2-2 b) f(-x) = x - x2 = x(14+x)

c) f(x-1)=(x-1) - (x-1)2=-=x2+3x-2=(x-1)(2—x%) = - (x-1)(x-2)

d) f(x+h)=x+h - (x+h)2=x+h — x2 — 2hx — h? = (x+h)(1-x-h)

e) f(x-h)=x-h - (x-h)2=x-h - x2 +2hx — h? = (x~h)(1—x+h)

_ xX+2
3 f(x)= 51
. x-2+2 _ x o) _ —X+2 _ 2x+2
a) fx2) = 5 o1 = s b) flx) = 55 o) f2x) =777

X+2

d) f(f(X)) — f( X+2 ) = 2—x———1+2 _ X+2+44x-2 _ X = d(X)

2x-1" " 22)(;21_1 B 2x+4-2x+1
o) f(f(f(x))) = F(Ax)) = ) = 22
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1. Funktion und Graph  Grundbegritte Funktionsterm und maximale Detinitionsmenge

4 =1, gk=x2
a) f(-1)=3,8(-1)=0 b) flx) = 1, gl = 2t = x-1
0 flg) == —q=Zg==
L4
g(f) = gty = 23— =11 =2-x
1-x
5 f(x) = X1
a) f(1)=0 b) f(x2-1) =A/§Z:1;1 _ J}i|—2
o) ) - 1= [£=1-1 Q) (()?-1=%2-1-2
6 f(x)=mx+t

a) f(f(x)) =f(x)

flmx +t) =mx +t

m(mx+t) + t=mx +t

(m2-m)x +mt =0

m(m-1)x + mt = 0,weil diese Gleichung fiir alle x gilt, miissen die

Koeffizienten m(m-1) und mt gleich null sein

1. Fall: m = 0 und t beliebig, dann ergibt sich f(x) =t

2. Fall: m + 0, also m = 1 und t = 0, dann ergibt sich f(x) = x
b) f(f(x) =x

flmx +t) =x

m(mx+t) +t=x

(m2-1)x + t(m+1) =0

(m-1)(m+1)x + t(m+1) =0

1. Fall: m = -1 und t beliebig, dann ergibt sich f(x) = —x +t

2. Fall: m = 1 und t = 0, dann ergibt sich f(x) = x

f(x) = 2;(:3 Es soll sein: f(f(x)) = x, also f(ii:g) =x
aax+b+b

—xtd _x = c(a+rd)x® + (a+d)(d-a)x — b(a+d) = 0
ccx+d+d

(a+d)(cx2 + (d-a)x - b) =0
1. Fall: a =-d und b,c beliebig, aber a und c nicht beide gleich 0,

ax+b
cx+d

2.Fall: a=d=+0undc=b=0,dann ergibt sich f(x) = a;X =X

dann ergibt sich f(x) =
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08 %2

a) f(x)= 4 D, ... = IR\{4} b) f(x) = oy D, ... = R\{-2, 2}

0 f(x)= 22 D =R d) fx)= 2 Dy =RN-4,0)
X4 +4 X4 +4

e f)=—% — D =R} £ f®=-X=2 D =-R-22)
—x4-2x-1 X4 —

= /x—-4 DmaX=[4;+oo[ b) f(X J4—-x Dmaxz]—oo;4]
x2+4 D, .. = d) fx)=.4-x2 D, .= [-2;2]

09 a) f(x)
c) f(x)=
e) f(x)=
f) f(x) = /x2—4x  Dyyay = =00 ;0]0[4;+o0]
g) fx) =
h) f(x) =
i) fx)=

o)

10

a) f(x)==% - verboten ist x =0 und 1+1 =0, also D, = R\{-1, 0}
+

b) f(x)=.1-./x2-1 ,es muss sein x2—-1=0und 1-./x2-1=0
x2z1und 1=./x2-1
x|Z1und1zx2-1
|x| 21 und 2 = x?2
x| 21 und |x| = ./2
= Doy = [/2 1] Y[15./2]

c) f(X)z“’—i_;(“_L— “1’X_1 ,esmusssein x+1und1-xZ0undx-1=0
x+lund1zxundx=1
Widerspruch, f ist nirgends definiert.

1.3 Funktion und Graph “\_ a)

01 a) f(x)=—%x+3 1
X | -2 |

4
y| 4

(e

w
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1. Funktion und Graph  Grundbegritte Funktion und Graph

b) f(x)=- %X2 +3
x| -3|2|-1/0|1]|2] 3
y|-1,5| 1 2,5/3(2,5|11]-1,5

X | -6 |-2
y 10,75(0,5

d fx)=1-./x
x| 0]1|2,25 416,25

y|1]|0|[-05-1|-1,5

2 D=IR und x¢[1 ; 25]
a) f(x) ist die Anzahl der Teiler von x.
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I. Funktion und Graph  Grundbegriffe = Funktion und Graph

b) f(x) ist die Anzahl der Primfaktoren 2 in x.

@oioioioioioioioioioioioio

1 5 10 15 20 25 X

c) f(x) ist der grofite Primfaktor in x, der kleiner ist als x.

y
1 ®
T LT E T @ -ooroeonoeoooeooo °
B o @ oo R RRERREEEE @ -io-hoiooaoos °
e LLLCTTETEEERPS @ ----m--- ®--j------ o --------- R L CETT EEPRES °
1 ) ° : E [ ]
11 = N
R R e A e e e
1 5 10 15 20 25 X

3 Schaubilder von Funktionen sindina) ,d) ,e) , g) ,1) ,j) und k).

4 a) f(x)=2x-3 P(1,5|0,5) driiber, Q(- |- %) driiber, R( |- g) drauf

1
3 6
b) f(x) = Ix2 -1 P(% |-1) drunter, Q(- %I— g) drauf, R(Z|- é) driiber

5 a) f(x)=- g%x+ 2,1
P(0,8/1,6) und Q(2,1|0,8) drunter, R(1,7|1,05) drauf

b) f(x) = ./852-x2

P(75|40) drauf, Q(63|57) drunter, R(78|34) druber
c) f(x) =sinx

P(2]12) drunter, Q(/2sin./3) drunter, R(ix[1 - /0,3125) drauf
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b) f(x):X;Z =X

BARTH | KRUMBACHER

Funktion und Graph

c) f@):%{:&

Loch (0]0)
| | |

1 X

¢ D=[-2;3
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2. Affine Funktion
2.1 Definition und Graph

01 a) f(x)=3x-2 b) f(x)=-2x+3 c) f(x)=-5x d) f(x)=2
y a) 71,6°
d) 0°
1
—|1 ! X
At
b) -63,4°

02

03

05

c) -78,7°

b) 36,9°

a) f(x) = 2X b) f(x) = %x—2 c) f(x)=- §x+3 d) f(x)=- 2X+1

a) f(x)=—2x+6, (0/6) und (4/0)
¢) f(x)=—y2x+,/8,(0./8) und (2/0)

Die Gerade geht durch A(2|3,2), B(-5|-10,8), C(10,9|21),
P(074|0)7 Q(_071|_1)7 R(1272|2376)

b) f(x)=x+,2, (01/2) und (-/20)

d) f(x)=%-1%,(0/2) und (£[0)

f(x)=2x-0,8

(\}

a) G¢hat die Steigung % und schneidet die y-Achse bei -2: f(x) = %x -

¢) G¢hat die Steigung é und schneidet die y-Achse bei 2:

d) G¢hat die Steigung 0 und schneidet die y-Achse bei 0:  f
e) Gyist parallel zur Winkelhalbierenden

(%)

b) G¢hat die Steigung —2 und schneidet die y-Achse bei %: f(x) =-2x + g
(%)
(%)

des 2. Quadrantenund geht durch (-rx|w): f(x) =—x
f) G¢schneidet die x-Achse im Ursprung unter 120°: f(x) =—./3x
g) G.ist parallel zur x-Achse und geht durch (-w|-n): f(x) =-mn
a) fx)=7x-3,5=7x-0,5)=0 =x=0,5
b) f(x)=3,5x+7=35x+2)=0 =x=-2

) f(x) = ./3x-3=/3(x-.3)=0 =x=/3
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1. Funktion und Graph Attine Funktion Detfinition und Graph

x+4)=0 =>x=-4

a

d fx)=1x+0,8=
e) flx)=3x-1,5=
f) fx)

1
5
z(x—Z)zO =>x=2

ukoa

+3-2 9y _ _ 9
§_§(X+Z)_O =xX=—2

2x
3% 4

a) G¢schneidet die x- und y-Achse bei 100: f(x) =—x + 100
b) G¢schneidet die x-Achse bei —100, die y-Achse bei 100: f(x) =x + 100

¢) G;geht durch (./5|0) und (0]-./5): f(x)=—x-./5
d) G;geht durch (./5|0) und (-./5|0): f(x)=0
e) G;hat nur den Achsenpunkt (0|./5): f(x)=./5
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2.2 Geradengleichungen

01

02

03

11

Geradengleichungen

11

a) ng P(1]-2) y= %X— L b) m=-1 P(0|0) y=-=x
o m=-2 P@-) y=-3x+2 dm=0 PO-7) y=-7
=./2 P(/2]10) y=.2x-2 o) ngl P(ala?) y= a%lx+a2—1
a) P(20135)  Q(30]50) PQ:y=32x+5
b) P(3520)  Q(50]30) PQ:y=2x - 10
¢) P(0]0) Q(-111]-111) PQ:y=x
d) P(-30/40) Q(0,75]-1) PQ:y=- %X
e) P(4[-7) Q(-7[-7) PQ:x=-7
f) P@4|-7) Q(47) PQ:x=4
a) y=-—x+5 m=-1 o =-45° XN =5
b) y=-1x-3 m=-1  a=-2657 xy=-6
c)y=J§x+J2_’7 m=.,/3 o=60° XN =—3
a) f(x)=%x+2 und g(x)——%x+g S(313) ¢ =45°
b) f(x)=- %x+% und g(x)=2x-6 S(5|4) ¢ =90°
c) f:8x=13y und g:8y=5x-1 S(138) ¢=0,4°
d) f:8y+13x=88 und g:42y=26x+ 85 S(4|4,5) ¢ = 89,85°
a) fx)=-2(x-3)=-2x+1
5 3Y__ 5y, 15
b) f(x) = §(X é)——§x+~4_
c) f(x)= g(x 1)=—gx+g
5 3 — _ 54 15
d) f(x)= é(x Z)——§X+§
a) a(x)=6 b: x=- c(x)=3x+5 d(x)=—gx+ 10,5
e(x)=x+3 f(X)——%X+1,5 g(x) =-1ix h(X)=%X+2,5
i(x) = }lx jx)=x k(x) = -2x
b) parallel: e und j senkrecht: a und b, cund g, h und k
¢) aund b schneiden sich in (-3|6) unter 90°.

b und ¢ schneiden sich in (-3|-4) unter 18,44°.
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1. Funktion und Graph Afttine Funktion (Geradengleichungen

¢ und d schneiden sich in ( |28 ) unter 52,13°.

f und g schneiden sich in (9]- ) unter 8,13°.
h und i schneiden sich in (-10|-2,5) unter 12,53°.
d und k schneiden sich in (-21|42) unter 7,13°.

7 a)y=4 b) x=3 c) y=—x+7

d)y=§x+2 e) y=§x+8 f) yzilﬁx+4$ﬁ
g) y=-4x+ 16 h) y=7x-3

w

°i) tang = 1+2;mi einsetzen von ¢ = 45°, m; = -5, my, = m liefert
1= 1Hl;§n 112?)?“ =+1
1n}5-::+:+1 = m+:_§ Gerade y=- —X+6
1“1_;:_:_1 = m_=3 Gerade y=3x-1

Die gesuchten Punkte sind Lotfullpunkte.

a) Die Lotgerade von g durch den Ursprung y = %
schneidet g im LotfuBpunkt L(-3|-2).
b) Die Lotgerade von g durch P(1|5) y = §x + %
schneidet g im Lotfullpunkt L(-5|1).
Faktorisieren und Kiirzen fiihrt zum Ziel
2
a) f(x)=X _‘24 (X‘i)_(’z”” = x+2 D = R\{2)
2_
b) f(x)= ’;+24 (x= i)f’;”) X2 D = Rn-2)
3
R -10:2
2 2
Q) o = XEED = B - (x48) = x-3 D = R\(-3)
8x-x2-12 _ —(x2-8x+12) _ —(x-6)(x-2) _ 1 _
e) f(x)= 51 52 - 2x-2) - sx+3 D =IR\2}
4x3-24x2+36x _ 4x(x2-6x+9) _ 2x(x-3)2_ 2. o 1_ .
£) flx) = _6x2+18x  -6x(x-3) ~ -3x(x-3) 3X 2,D=IR\{0;3)
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Xt x4l () =-1x+2 D = IR\{0;2)

2
b) f(x) =1+x+ =t X222+ 1 g ey 1+(x+1) = 2x+3 D =R\{-1;0}

11 a) f(x)= XSIS;?(X —x D = Rafkn), k ist eine ganze Zahl
b) f(x)=x+ % =x+1 D =R\ +kn}, k ist eine ganze Zahl
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12 a) x2-y2=0 = x2=y2 = [x|=y|

yz0:y=[x| y<0:-y=[x| = y=-[x
b) x2-y2<0 = x2=y?2 = [x| =y|
yz0: yz|x| y<0:-yz x| = y=-[x|
12 Y4 a) 12 7} b

213 a) x2+y2-2xy=1= (x

BARTH | KRUMBACHER



I. Funktion und Graph  Quadratische Funktion = Definition und Graph 15

3. Quadratische Funktion
3.1 Definition und Graph

01 a) y=x2+12z1

keine Nullstelle S(0]1)
b) y=x2-1=0

Nullstellen: +1; -1 S(0]-1)
c) y=-x2+1=0

Nullstellen: +1; -1 S(0]1)
d y==x2-1=-1

keine Nullstelle S(0]-1)
e) y=x2-2=0

Nullstellen: +./2 ; -./2 S(0|-2)
f) y=—%x2+3=0

Nullstellen: +./6 ; —./6 S(0|3)
g) y=-2x2+4=0

Nullstellen: +./2 ; —./2 S(0]4)
h) y= %X2 +2z2

keine Nullstelle S(0]2)

02 a) y=x2+4x=x(x+4)=0

Nullstellen: 0; -4  S(-2|-4)

b) y=4x-x2=-=x(x-4)=0 a)
Nullstellen: 0; 4 S(2/4)

c) y=3x2+6x=3x(x+2)=0 _4
Nullstellen: 0; -2  S(-1|-3)

d y=- A—iXZ—X=— L—ix(x+4)=0
Nullstellen: 0;-4  S(-2|1)

03 a) y=x2+4x+4=(x+2)2 Nullstelle: -2 S(-2/0)
b) y=-x2-4x-3=-(x+3)(x+1) Nullstellen: -3; -1 S(-2|1)
c) y=-2x2+6x-4=-2(x-1)(x-2) Nullstellen: 1; 2 S(1,5/0,5)
d) y= %LXQ -X+ % = }L(x -1)(x-3) Nullstellen: 1; 3 S(2]-0,25)
e) y=-— %x2+x+g =— %(x+ 1)(x-3) Nullstellen: —1; 3 S(1]2)
f) y=- %x2 -X+ g = %(X +3)(x-1) Nullstellen: —3; 1 S(-1|2)
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1. Funktion und Graph Quadratische Funktion Detinition und (Graph

04 a) y=x2-2x-3=(x+1)(x-3) Nullstellen: —1; 3 S(1]-4)
b) y=2x2-12x+16=2(x-2)(x-4) Nullstellen: 2; 4 S(3]-2)
c) y=-3x2+6x+1 Nullstellen: 1i§ J3  S(1]4)
d y= }sz —~ %x + L—i = Zil(x —1)2 Nullstelle: 1 S(1]0)
e) y=- %XZ - 2x -3 keine Nullstelle S(-2|-1)
_1 14 _ 35 5.7 1
f) y= gx2 -3x- 2 Nullstellen: - 2; S(i |-3)
5a) y=x(x-4) b) y=-(x+2)? c) y=-x-1)x-5)
d y=x+2)2-3 e) y=—(x+g)2+% f) y=2(x-2)2
g) y=4x+1)(x+3) h) y=%(x—1)2—4 i) y=—i(x+1)2+2
6 a) y=1x(x-4) b) y=-(x-4)2+2 c) y=31(x-2?2-4
d) y=x(x-2) e) y=-2(x-2)2+1 f) y=%(x—12—2
© v-2xix-1) B) y-—4x-02+1 @) y-(x-12-1

7 P, Q und R eingesetzt in y=ax2+bx+c ergibt ein System von 3 Gleichungen
a) P:-3=4a-2b+c
Q: 5 =36a—-6b+c
R: 0 =a-b+c Losung:a=1,b=6,c=5y=x2+6x+5
y=%x2+6x+5=(x+5)(x+1), Nullstellen:-5,-1 S(-3|-4)
b) P:0,75=4a+2b+c
Q: 1 =a+b+c
R: -3 =9a-3b+c

Losung:a=-1 b=1,c=

__1
g ="

2, 1y, 3
,y 4X-|-2X-|-4

BN [OV]
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I. Funktion und Graph  Quadratische Funktion = Definition und Graph 17

y=-— L-ix2+ %X+ % =— }l(x+1)( -3) Nullstellen: -1, 3 S(1]1)

¢) Die Punkte diirfen weder auf einer Gerade liegen noch diirfen 2 Punkte
senkrecht tibereinander liegen.

8 a) y=a(x+3)(x+5) = ax? + 8ax +15a
muss erfiillt werden von x,=-4, y,=-2:
—2=16a-32a+15a = a=2, y=2x2+16x+30
b) y=a(x - 3)2 + 3 muss erfillt werden von x, = 2,y, =0:
0=a(2-32+3 = a=-3, y=-3x2+18x-24

*9 a) y=a(x+1)(x-3)=ax?- 2ax - 3a muss von P erfiillt werden

1=4a—4a—3a=a=—%, y=—§x2+§x+1
b) y=a(x+1)(x - 3) = ax? - 2ax — 3a muss von P erfullt werden
1=16a—8a—3a:a=%, =%X2—§X—g
10 a) fx)=x2+2x-1=x(x+2) - 1x,=-1 y,=f(-1) =-2
b) f(x) =x2-5x+4=x(x-5) +4x,=2,5 y, =f(2,5) =-2,25
¢) f(x)=-=x2+4x+96 =-x(x—4) + 96x, =2 y, =f(2) =100
d) f(X)=—%X2+3X—g=—%X(X—6)—%Xs=3 y.=f(3) =2

011 Skizziere die Parabel und lies im Bild die x-Werte ab, fiir die gilt
((auch im Lehrbuch, 1.Auflage, sollte es heiflen bei f) —x2 —4x — 4= 0))

a) x2+2x-320 b) x2-2x-3<0 c) —2x2+8x-6z0
—0—\0 | | y@ o/—n—- y
-3 -1 1 X
AT 1
x=-3 oder x=1 D Y K
/1<x<3 \ X

x<—3 oder x>-1

[N
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18 1. Funktion und Graph Quadratische Funktion Schnittpunkte

12 Kennzeichne die Menge der Punkte (x|y), fur die gilt

a) yzx2-5x+4 b) y=x2-1 c) )(2—4)(§y§—%x2 +3X—g
y b) y
1+ |
X
P 1 X
1 a) 1

3.2 Schnittpunkte

01 Gegeben ist eine Gerade g und eine Parabel p. Untersuche die Lage von g
und p, bestimme gegebenenfalls die gemeinsamen Punkte.

a) g und p schneiden sich in (1|-3) und (4/0).

b) g und p schneiden sich in (-2|4) und (1]2,5).

¢) g und p beriithren sich im Parabelscheitel (-1|-4).
d) g und p beriithren sich in (0]3).

e) g und p schneiden sich in (3]|-1,5).

f) gund p treffen sich nicht.

g) g ist Passante von p.

h) g ist Passante von p.

2 p:y= %X2 — x hat den Scheitel S(2|-1),
Gleichung der Parallele g zur Winkelhalbierenden durch S:y =x - 3
g schneidet p in S(2|-1) und T(6]3).

3 a) Die Geraden haben dieselbe Steigung, es sind Parallelen.
b) Terme gleichsetzen: %x2 -Xx-4=2x+t
x2 — 6x — (8 +2t) = 0, Diskriminante D = 36 + 4(8+2t) = 4(2t+17)
Berithrung: D=0,also2t+17=0= t=-8,5
Beriihrstelle: x = 6;—9
Die Gerade mit g g 5(x) = 2x — 8,5 beriihrt die Parabel in (3]-2,5).
c¢) Schnitt: D>0,also2t+17>0= t>-8,5
d) Gerade durch Parabelscheitel (1|-4,5): g ¢5(x) =2x-6,5
e) Passante: D<0,also2t+17<0= t<-8,5
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I. Funktion und Graph  Quadratische Funktion = Schnittpunkte 19

*4 a) Jede Gerade geht durch (-5|3).
b) Terme gleichsetzen: - ixz -2x-3=m(x+5)+3

geordnet: x2+4(m+2)x+4(bm+6)=0

Diskriminante D = 16(m + 2)2 — 16(5bm + 6) = 16(m?2 — m — 2)
D=16(m +1)(m - 2)

Berithrung: D=0,also(m+1)(m-2)=0= m=-1 oder m =2
es gibt also 2 Tangenten

Bertihrstellen: x = —Am_;ZM =—2m-4

Falm=-1: g, ,x =-x-2 Bertihrstelle: x =-2(-1) -4 = -2
y=g4-2)=0 g , beriihrt p in (-2/0)
Fall m = 2: g,(x) = 2x + 13 Beritihrstelle: x = -2(2) -4 =-8
y =go(-8) =-3 g, bertihrt p in (-8|-3)
c¢) Sekanten: D>0,also(m+1)(m-2)>0
D = (m + 1)(m - 2) kann man in einem m-D-Koordinatensystem als
Parabel deuten: diese hat die Nullstellen —1 und 2 und ist oben offen; D
ist positiv, wenn m < -1 oder wenn m > 2 ist.
d) Passanten:D < 0, also die restlichen m-Werte: -1 <m < 2

o5 a) Terme gleichsetzen: %Xz —- 2X + % =m(x-5)+4

geordnet: x2-2(m + 2)x+ (10m -5)=0
Diskriminante D = 4(m+2)2-4(10m-5)= 4(m?2 — 6m + 9) =4(m-3)2
Berithrung: D=0,alsom-3=0= m=3

Bertihrstelle: x = 24““—;2&) =m+2, firm=3istx=5

Die Gerade mit g5(x) = 3x — 11 bertihrt die Parabel in (5(4).

b) Sekanten: D >0, also (6-2m)2>0= m+3
Schnittstellen: x = 2(“”2);2(““3) =m+2+(m-3)
x,=5, y,=g,6)=4, x =2m-1
y_ =g,2m-1)=m@2m-1-5)+4=2m? - 6m + 4 = 2(m-2)(m-1)
Im Schnittpunkt (5/4) kommt m nicht vor, also geht durch ihn jede
Gerade (was man auch am Geradenterm ablesen kann),
alle Geraden schneiden sich im Parabelpunkt (5/4).
Im andern Schnittpunkt (2m-1|2(m-1)(m-2)) kommt m vor,
also hangt sein Ort von der jeweiligen Gerade g, ab.

¢) Die Diskriminante ist ein Quadrat, sie kann also fiir keinen Wert von m
negativ sein. Deshalb ist keine Gerade Passante der Parabel.

*6 Terme gleichgesetzt und geordnet: x2 - 2(4 —m)x + (11 -6m) =0
Diskriminante D =4(m? - 2m + 5) = 4((m+1)2 +4) Z24-4 >0
Keine der Geraden g, ist Tangente, keine ist Passante,
jede Gerade ist Sekante.
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1. Funktion und Graph Quadratische Funktion Schnittpunkte

a) p und q schneiden sich in (-2|3) und (2|-5).
b) p und q schneiden sich in (-2]0) und (2|-4).
¢) p und q haben keinen Punkt gemeinsam.

d) p und q beriihren sich in (-1|2,5).

e) p und q schneiden sich in (2/0).

f) pund q haben keinen Punkt gemeinsam.

g) p und q bertihren sich in (6/3).

h) p und q haben alle Punkte gemeinsam: p = q.

p,(x) = ax?, q(x) =x2-10x+ 20

a) Alle Parabeln haben den Scheitel im Ursprung.

b) Terme gleichgesetzt und geordnet: (1-a)x2-10x+20=0
Diskriminante D =100 — 4(1-a)-20 = 20(1 + 4a)
Berithrung: D=0, also a=-1/4

10+0 _ 5
2(1-a) 1-a’

Die Parabel p_;/, beriihrt die Parabel q in (4-4).

c¢) Schnitt: D>0,also1+4a>0= a>—é_1

d) p, muss eine Normalparabel sein, alsoa=1= x=2,y=4

Beruhrstelle x =

fﬁra=—%istx=4

e) kein gemeinsamer Punkt: D <0, also 1 +4a<0= a<-

TN

a) Alle Parabeln haben den Scheitel auf der x-Achse,
sind oben offene Normalparabeln.

b) Terme gleichgesetzt und geordnet: 3x2 - 4(k+2)x + 2(k2+5) =0
Diskriminante D=16(k+2)2— 12-2(k%+5)=- 8(k2-8k+7)=-8(k-1)(k-7)
Berihrung: D=0, alsok=1oder k=7

es berithren 2 Parabeln: p, und p;

Beriihrstellen: x = 4(k+2)=0 2(k+2)

Fall k=1: p,(x) = (x-1)? Bertihrstelle: x = 2
y=p42)=1 p4 beriihrt q in (2[1)
Fall k= 7: p,;(x) = (x-7)2 Berihrstelle: x =6
y=p46)=1 p; beriihrt q in (6]1)
c¢) Schnitt: D> 0, also -8(k-1)(k-7) >0
D = -8(k-1)(k-7) kann man in einem k-D-Koordinatensystem als Para-
bel deuten: diese hat die Nullstellen 1 und 7 und ist unten offen; D ist
positiv, wenn 1 < k < 7 ist.
d) kein gemeinsamer Punkt: D<0= k<1 oder 7 <k.
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I. Funktion und Graph  Umkehrfunktion und Wurzelfunktion

10

a) %X+2§y§—%X2—X+4

.
=®

-4

9/
1, \
o 1 X

Umkehrfunktion 21

b) %XZ—X—4§y§—%X2+5X—12

-4~

4. Umkehrfunktion und Wurzelfunktion

4.1 Umkehrfunktion

o1 1Y a) Y | b)
J '/ \\
v \
A AL T
/ \ / / 4 O . ® .

D

ist nicht umkehrbar

e

y \ f)

C
8
*
*
.'/
AN

v

0\

o 1%

[ )
/'/ ist nicht umkehrbar ist nicht umkehrbar
Bs D | | | | e | | |
2 """" / \ [ ]
Y | a) y / b) \ y \ °) s

D

/ [ \
. [ H '
P/ '/
...... /// ist nicht umkehrbar // \\e
Funktion und Umkehr-

X
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1. Funktion und Graph  Umkehrfunktion und Wurzeltunktion = Umkehrtunktion

03 a) (x)=—-x+2 mit Dy=1R
f-1(x) =—2X+4 mit Dps =R = W1
b) g(x)=- -x+2 mit D, =[-2;4[ W, =10;3]

g1(x) = —2X +4 mit D,1=10;3] und W =[-2;4]
¢) h(x)=3x-3mit D, = IRy W, =]-3;+c0]
h™(x) = 1x + 1mit Dy =]-3;+00] undW, 1+ = Ry

4 f(x)=mx+t mit D,=1R
f1(x) = I%IX —~ I%lwenn f=f-1dann f(x)=f-1(x)
mx +t= 1%1 X — I%Gerade und Umkehrgerade sind gleich

1

Koeffizientenvergleich: m= = = m2=1=m=+1

t=—1 = mt+t=0 = t(m+1) =0

Fallm=1: t(1+1)=0 = t=0 f(x) = x ist eine Losung
Fallm=-1: t-:0=0 = t beliebig f(x) = —x + t unendl.viele Losungen
5 a) f(x)= % X + % mit Dy=[-1;3 Umkehrfunktion: f1(x) = gx -2
ff1(x)) = 2(§x—2) +3 —%+‘§1 =x, Identitat fir xeDg1
f(x)) = 3(2X+4) 2 x+2-2 =x, Identitat fiir xeDy
b) g(x) = ﬁ mit D, = R\{~1} Umkehrfunktion: g-1(x) = }ﬁ
1(x)) = o1 _ %1 o_ x  _
g(g"(x) =g™(fx) = = X
Identitat fir xeD, = D,
¢) h(x)=./x mit D,=1R; Umkehrfunktion: h-1(x) = x2
h(h1(x)) = J/x2 =x, Identitat fir xeDy 1
1(h(x) = (J/x)? =x, Identitat fiir xeD,

6 Weil sich Kurve und Umkehrkurve auf der Gerade y = x schneiden,
findet man die x-Werte der Schnittpunkte durch Losen von f(x) = x

a) f(x)=2x3+x-16 mit D;=1R
2x3+x-16=x = x3=8 = x=2 S(2/2)
b) f(x) =x2+2x -6 mit Dg=[-1;+oo[
x2+2Xx-6=X = x2+x-6=0 = x+3)(x2)=0 = x=2 S(2/2)
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I. Funktion und Graph  Umkehrfunktion und Wurzelfunktion = Wurzelfunktion 23

c¢) f(x)=—x2+2x mit D¢=]-o00;1]
x2+2x=Xx = x2-x=0 = x(x-1)=0 = x=0 (oder x=1 ¢ D;)
Schnittpunkt (0|0), Loch(1]1)

o7 f(x) =./x mit D;= IR;, gib folgende Terme an:
a) f1(x)=x2 b) fx)1=1
Jx
d 2(x)=ffx)=J/x e f®2=fxfx)=x f) fx)=Ixl-x
B £2(0 =F1(100) = 1) = (22 =
h) )1(x) = J/x, (f1)1 ist die Umkehrfunktion der Umkehrfunktion

_ 1 1 1
i) Fi(x1)1= =F 1(x—1) - 1(}1() =x? denn f1(x)=x%f1(}) = =

4.2 Wurzelfunktion

01 a) f(x)=(x+1)(x-3) mit D;=1IR
Nullstellen -1,3  Trennstelle 1 Scheitel (1]|-4)
Einschrénkungen: g(x) = (x + 1)(x - 3) mit D, = |-00;1] = W4
h(x) = (x+1)(x - 3) mit Dh—[i +oo[=Wh—1
y=x%x2-2x -3, x2-2x-B+y)=0 D=4+4(3+y) =4(4+y)
x=1+ . /4+y Koordinatentausch y = 1 + ./4 +x
weil y den Wert 0 annehmen konnen muss, gilt das Minuszeichen,

die 0 ist enthalten in W+ g(x)=1- ./4+x D,1=[4;+00]

b) f(x) =—x2+2x+3 mit D,=[-1;3]
y=-x2+2x+3 x2-2x-(B8-y)=0, D=4+4(3-y)=4(4-y)
x=1+./4-y Trennstelle 1 Scheitel (1]4) W, =[0;4]
Einschréankungen: g(x) = —x2+2x+3 mit D, =[-1;1] =W,
h(x) = —=x2 + 2x + 3 mit Dh [1;3] = W,

Koordinatentauschy=1+ ,/4-x
weil y den Wert 0 annehmen konnen muss, gilt das Minuszeichen,

die 0 ist enthalten in W+ g7(x)=1- ./4-x D,1=[0;4]

¢) f(x)=x2+2x-3 mit D;= IR,
y=x2+2x-3 x2+2x-@B+y)=0, D=4+4(3+y) =4@+y)
x=-1%/4+y Trennstelle -1 Scheitel (-1|-4) W =[-4;+oo[
Einschridnkungen: g(x) = x%+2x -3 mit D, = [-o0;-1] = W4
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1. Funktion und Graph  Umkehrtunktion und Wurzeltunktion = Wurzeltunktion

h(x) =x2+2x -3 mit D, =[-1;0] =W
Koordinatentausch y =-1 + /4 +x

weil y den Wert 0 annehmen konnen muss, gilt das Pluszeichen,
die 0 ist enthalten in Wy« hl(x)=-1+ J4+x Dy-1=[-4;+00]

f(x) =—./—x mit D;= IR, W;=Ds die Wurzelfunktion ist umkehrbar
y=-4=x (J/x)?P=y*  =x=y x=-y?

Koordinatentausch y =-x2  f1(x)=-x2 Dy = IR,

f(x) = Jx-1 g(x)=-./5-x

D= [1;+00, Wi=[0;+00] D, =]-00;5], W,=]-0c0;0]
y=Jx-1, y?=x-1 y=-5-x, y?=5-x
x=y2+1 x=-y?+5

Koordinatentausch

y=f1x)=x2+1 Dgp1=[0;+00] y=g1x)=-x2+5 Dg1=]-00;0]

fx)=1-./x-2
D¢ =[2;+00[, Wg=]-00;1]

y=1-Jx-2, y-1=- /x-2, (y-1)2=x-2, x=(y-1)2+2
Koordinatentausch: y=f"1(x) =(x-1)2+2 Dg1=]-00;1]

f(x) = /1-%2 mit D;=[0;1]
f ist umkehrbar, weil zu jedem x-Wert aus [0;1] ein andrer x2-Wert und
damit ein andrer Funktionwert f(x) gehort. We=D;=[0;1]

y=J1-%x2, y2=1-x2, x2=1-y2 x=%,/1-y?

wegen D, =[0;1] darf x nicht negativ sein, also kommt »—« nicht infrage

Koordinatentausch: y=.1-x2 Dg1=[0;1]

Der Graph von f liegt im 1. Quadranten und ist symmetrisch zu y = x

von oben x2=1-y? folgt x2+y2=1

Pythagoras! Die KathetenQuadrate tliber x und y sind zusammen so grof3
wie das HypotenusenQuadrat; weil die Hypotenuse den Punkt P mit dem
Ursprung verbindet, liegen die Punkte im 1. Quadranten auf dem Einheits-
kreis um O. Das Schaubild ist der Bogen des Einheitskreises um O, der im
1. Quadranten liegt.
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I1. Polynomfunktion

1.Potenzfunktion

01 Erginze die Tabelle
auf Millionstel
gerundet.

2 Erganze die Tabelle
auf Millionstel
gerundet.

3 Erganze die Tabelle
auf Hundertstel
gerundet.

4 Erganze die Tabelle
auf Hundertstel
gerundet.

II. Polynomfunktion Potenzfunktion

25

x| 08 0,4 0,2 0,1 | 0,05
x2 10,640000 0,160000 | 0,0400000,010000|0,002500
x° 10,3276800,010240|0,000320 0,000010 | 0,000000
X ~0,2 ~0,1 ~0,05

x3 -0,008000 | —0,001000 | —0,000125

x9 -0,000320 | -0,000010 | —0,000000

x15 | -0,000000 | -0,000000 | —0,000000

X 1,1 1,5 2

2 | 121 @ 225 4

5 | 1,61 | 7,59 32

x® | 214 | 25,62 | 256

X 0,9 1 1,1

<2 | 0,81 1 1,21

x6 | 0,53 1 1,77

x20 | 0,12 1 6,73

5 Fir welche positiven Zahlen a, b, ¢ und d gilt (auf Hundertstel runden):

b3 < 0,001=b < 0,001¥3=0,1
d1°<0,001 = d< 0,001%/10= 0,501

a)

a%< 0,001 = a< 0,001%2=0,0316

¢’ < 0,001 = ¢ <0,001¥5= 0,251

a?> 1000
c®>1000

b)

a> 1000Y2 = 31,62
c¢> 10005 = 3,98

b3 > 1000 = b> 10003 = 10
d1%> 1000 = d> 1000%10 = 1,995

BARTH | KRUMBACHER




26

11. Polynomtunktion Polynomfunktion Definition; Verhalten im Unendlichen

2. Polynomfunktion

2.1 Definition; Verhalten im Unendlichen

1

a)
b)

c)

a)
b)

c)
d)
a)

b)

d)

f(x) = —x*+x3-2x Grad4, c4=-1,c5=1,c9=¢c7=0,c=—2
f(x) =x17-1 Grad 17, ci;=1,cy=-1,c4 biscyg:=0
f(X)=O,1X10+1X8—X6+ 3X4 CO=C1=C2=C3=C5=C7=09=O

Grad 10, c¢;,=0,1; cg=0,5; cg=-1; ¢, = ./3;

ci=-1, cg="7 f(x) =—x+7

Cy=2, ¢;=¢y=-13 f(x) =2x2-13x - 13
cip=12, cg=-6, c;=1, alleandern a,=0  f(x) =12x'2-6x5 + x

c;=—(-1)},ie{1,...,5} f(x)=3125x5 - 256x* + 27x3 — 4x2 + x

lim (x3+x2-12) = lim (x3) = 400

X—>100 X—>1o00

Gy kommt von —oo und geht nach +o

lim (x4—24) = lim (x%) = 40

X—>t00 X—>t00

Gy kommt von +00 und geht nach +oo

lim (—4x%+16x3-9%x2+520) = lim (—4x%) = —0

X—>100 X—>1o00

G¢ kommt von —co und geht nach —co

lim (- x3+7x2 7x+1) = lim (——X3) = Foo

X—>to0 X—>t00

Gy kommt von +o00 und geht nach —

X1111100( -2(x-5)%) = llm( 2(x5...)) = Xlirpoo(—ZX5) = Foo
G¢ kommt von + o0 und geht nach —

lim ((x-3)(3-x)?) = lim ((x...)(...—x%)) = lim (-—x*) = —eo

Gy kommt von —oo und geht nach —

lim ((x-1)(2-%)(2x-3)(4-3x))=lim ((—x*)(-6x?))=lim (6x*)=+c0

Gy kommt von +o0 und geht nach +oo

Es geht auch so: f(x)=—5x5(x—5)5(25-x3)5=—5x5(x5...)(...—x15)=5x2> ...

Gy kommt von —oo und geht nach +o
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II. Polynomfunktion Polynomfunktion = Symmetrie

2.2 Symmetrie

1 Wenn sich G, und G schneiden, dann auf ihrer Symmetrieachse: y = 0.
Die x-Werte der Schnittpunkte sind die Nullstellen von f.

a) f(x)=gx—6 g(X)=—f(X)=—gX+6
Schnitt: f(x) = g(x) = x=4 Schnittpunkt (4|0)
b) f(x) =—=x2+4x-3 g(x)=-"f(x) =x2-4x+3
Schnitt: f(x) = g(x) = Schnittpunkte (1|0), (3|0)
c) f(x)=x(x2-4) g(x) = f(x) = —x(x2 - 4)
Schnitt: f(x) = g(x) = Schnittpunkte (0|0), (2]0), (-2|0)
2 a) f(x)=§x—6 g(x)zf(—)z—gx—G
Schnitt: f(x) =g(x) = x=0 Schnittpunkt (0|-6)
b) f(x)=—=x2+4x-3 gx) =f(x) =—(x)2 +4(-x) -3 =—x2-4x -3
Schnitt: f(x) = g(x) = x=0 Schnittpunkt (0|-3)
c) f(x)=x(x2-4) g(x) = f(—x) = —=x(x2 - 4)
Schnitt: f(x) = g(x) = Schnittpunkte (0/0), (2]0), (-2]0)
3 a) f(x)=%x—6 g(x)=—f(—x)=§x+6

beide Geraden sind parallel, also kein Schnitt
b) f(x)=—%x2+2x+2 g(x)=—f(—x)=%x2+2x—2
Schnitt: f(x) = g(x) = Schnittpunkte (-2|-4), (2|4)

c) f(x)=x(x2-4) g(x) = f(—=x) = x(x2 - 4)
Kurve und ihr Spiegelbild sind identisch, die Kurve ist symm. zu O.

04 a) f(x)=2x-1 keine Symmetrie
b) f(x)=4 Symmetrie zur y-Achse
c) f(x)=4-x2+ 3x¢* Symmetrie zur y-Achse
d) f(x)=x-4x3 Symmetrie zum Ursprung
e) f(x)=x(x2-4) Symmetrie zum Ursprung
f) f(x) =x%(x-4) keine Symmetrie
g) f(x) = 2(x—x3)2 Symmetrie zur y-Achse
h) f(x) =2(1-x2)3 Symmetrie zur y-Achse
i) f(x)=(56-x)(6+x)x Symmetrie zum Ursprung

5 a) fx)=x-a a = 0: Symmetrie zum Ursprung

b) f(x) =x(x - a) a = 0: Symmetrie zur y-Achse
c¢) f(x)=x(x-a)? a = 0: Symmetrie zum Ursprung
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11. Polynomtunktion Polynomfunktion Symmetrie

d) f(x) =x(x2-a) fir jedes a: Symmetrie zum Ursprung

e) f(x)=ax?-(1-a)x+a a=0: Symmetrie zum Ursprung
a = 1: Symmetrie zur y-Achse

f) f(x) =x2(x—2a)(x+2a) fir jedes a: Symmetrie zur y-Achse

Begriinde: Eine bei 0 definierte Kurve, die symmetrisch ist zum Ursprung,
geht durch den Ursprung.
Wenn f(—x) = —f(x), dann f(0) = —£(0), also f(0) = 0

Spiegle die Parabel mit p(x) = (x + 1)(x — 3) an

a) y=-1; qx)=2(-1)-px)=—2-x2+2x+3=-=x2+2x+1
b) x=-1; qXx) =p(-2-x)=(2-x+1)(2-x-3)=x+1)(x+5)
c) x=1; qx) =p2-x)=2-x+1)(2-x-3)=x-3)(x+1)
(x)

d 2]-2); qx=2:(-2)-pd-x)=-4-(4-x+1)(4-x-3)=
=—4 - (5-x)(1-x) = =x2 + 6x — 9 =—(x-3)2

a) Gymit f(x) = x*+4x3+4x2 ist symmetrisch zu x = s.
Term handlicher machen: f(x) = x2(x2 + 4x + 4) = x2(x + 2)2
Symmetrie-Bedingung f(2s-x) = f(x) anwenden:
(25-x)2(2s—-x + 2)2 = x2(x + 2)2
muss auch gelten fiir x=0: 4s2(2s+ 2)2=0 < s2(s+1)2=0
s=0: x%(-x+2)2=x2(x+2)2 = x2=0 oder
(-x+2)2=(x+2)2 = x =0, also nicht allgemein gtiltig
s=—1: (2 - x)2(-2- x+ 2)2 =x%(x + 2)?
(-2 - x)2(-x)2 =x2(x + 2)2 allgemein giiltige Gleichung
also ist x=—1 Symmetrieachse von Gy
b) G;mit f(x) = 3x2 — x3 ist symmetrisch zum Punkt (s|t).
Symmetrie-Bedingung f(2s—x) = 2f(s) — f(x) anwenden auf
f(x) =x2(3-x): (25-x%)2(3-2s+x) = 252(3—s) — x2(3-x)
muss auch gelten fir x=0: 4s2(3-2s) = 2s2(3-s) <& 6s2(s-1) =0
s=0: x2(3+x) =-x2(3-x) = x =0, also nicht allgemein giiltig
s=1: (2-x)2(1+x)=4-x2(3-x) & x?-3x2+4=x3-3x2+4
allgemein gtltige Gleichung, also ist (1|f(1)) = (1]2)
Symmetriezentrum von G¢

a) f(4-x)=-6 —f(x) oder f(2-2-x) = 2-(-3) — f(x), Symm.Punkt (2|-3)
b) f(-8-x) =f(x) oder f(2-(-4) — x) = f(x), Symmetrieachse x = -4

Wie viele Symmetrieachsen (oder Symmetriezentren) kann der Graph
einer Funktion haben ?
Keine(s), genau eine(s) oder unendlich viele.
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2.3 Schieben und Strecken

01

fx)=x2-2x+3
a) Verschiebung von G;um 3 nach unten: g(x) = f(x) - 3 =x2 - 2x

b) Der Scheitel von G, muss auf der y-Achse liegen,
Scheitelform f(x) = (x2 - 2x + 1) + 2 = (x—1)2 + 2, Scheitel (1]|2)
Verschiebung von G; um 1 nach links: g(x) = f(x+1) = x2 + 2

¢) Verschiebung von G;um 1 nach links und 2 nach unten:

g(x) =f(x+1) — 2 = x2
f(x) =- %XQ—X+%
Term vereinfachen: f(x) = — 1 S(x2+2x-3)=- (x +3)(x-1)
die Nullstellen sind -3 und 1, es gibt 2 Schlebe-Moghchkelten:
Verschiebung von G¢um 1 nach links: g,(x) = f(x+1) = - % (x + 4)x
Verschiebung von Gy um 3 nach rechts: g,(x) = f(x-3) = - %x(x—él)

Scheitelformen herstellen:

f(x) =%X2— 3x+ 121 = —(x2 6x+9) —

g(x) = %Xz +X= %(x2 + 2x+1) -

[\')I@

3 (x-8)? + 1, Scheitel (3]1)
1 =2(x+1)2 -1, Scheitel (-1/-0,5)
schiebe G¢ 4 nach links und 1,5 nach unten; g(x) = f(x+4) - 1,5

+ 11
2

f(x) =x3 - 4x =x(x2 - 4) = x(x-2)(x+2)

a) Das Polynom hat nur ungerade Hochzahlen, also Symmetrie zu (0|0)
b) G, hat Symmetriezentrum (2[-1): g(x) = f(x-2) - 1 = (x-2)(x-4)x -1
f(x) = %X2 —- 2x

a) g(x)= ( ) = ( )2 - 2% = — 2% ; wenn eine Normalparabel heraus-

k 2k2

kommen soll, muss sein: 2k? =1, also k =+ ﬁ , 11{ = +[

fiir eine oben offene Normalparabel gilt »+«: g(x) =x2 - 2./2x

b) g(x) =c-f(x) = §X2 — 2¢x, oben offene Normalpar.: ¢ = 2, g(x)=x2-4x

c¢) unten offene Normalparabel: ¢ = -2, g(x)=—x2+4x

Beschreibe den Zusammenhang zwischen G; und G,, wenn gilt:

a) g(x)=f(x) + 3: G, ist der 3 nach oben geschobene G
b) g(x) = f(x + 3): G, ist der 3 nach links geschobene G
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c)

d)

7 a)

b)

11. Polynomtunktion Polynomtunktion Nullstellen und Faktorisierung

g(x) =f(2(x+3)): Gy, ist der 3 nach links geschobene Gy
G, ist der auf die Halfte in x-Richtung gestauchte G,

g(x) = f(1x-2) = (L (x-4)

Gy, ist der 4 nach rechts geschobene Gy

G, ist der aufs Doppelte in x-Richtung gestreckte Gy,
g(x) = %f(Sx +6)-1= %f(3(x +2)) -1

Gy, ist der 2 nach links geschobene Gy

G, ist der auf % in x-Richtung gestauchte Gy,

G; ist der auf % in y-Richtung gestauchte G;

G, ist der 1 nach unten geschobene G;

g(x) =u-f(v-x)

ZentrischeStreckung:

gleiche Streckung in x- und y-Richtung

Argument v-x bewirkt Streckung mit 1/v in x-Richtung

gleiche Streckung in y-Richtung mit u = 1/v

Zeige: Alle Parabeln sind dhnlich.

fir zentrische Streckung ist wegen a) g(x) = %f (vx)

g(x) = %f(vx) = %a(vx)2 + %b(vx) + %c = avx? + bx + %c =x2+dx+e
mit der Bedingung fiir Normalparabel v = i gilt dann: d=b,e=a-c

2.4 Nullstellen und Faktorisierung

01 a)
b)
c)
d)

e)

f)
2 a)

b)

fx)=x3-x2-9x+9 {1, £3, +9} f(1) =f(3)=f(-3)=0
fx)=x3—8x2+5x+14  [+1,+2,+7, +14)) f(-1) = £(2) = £(7) = 0
fx)=x°-1 {1} f(1)=0

f(x) =x®+1 {1} f(-1)=0

f(x) =x3 + 2x2 - 8x {0, £1, +2, +4, +8} f(0)=f(-4)=1(2)=0
fx)=x3-x-7 {+1, 7} keine gefunden

f(x) =x3 - %X2—4X+2= %(2X3—X2—8X+4)

{1, +2, +4} f(-2)=f(2)=0

f(x) =x3 - §X2+X—§ = é(3X3—2X2+3X—2)

{1, £2} keine gefunden
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II. Polynomfunktion Polynomfunktion Nullstellen und Faktorisierung 31

a) x?-x2+2x-4=(x-2)-(x2+x+4)+4

b) 3x*-4x2-12=(x+1)-(3x3-3x2-x+1) - 13

c) X=(x-1)-x*+x3+x2+x+1)+1

a) a=2fx)=x3-x2-3x+2=x2)x2+x-1)=0 = x==1L
b) a=-5,f(x) =4x3 + 20x2 - 8x - 40 =4(x+5)(x2-2)=0 = x

%

N »

£,/2

a) f(x)=x3+x2-9x-9 f(-3)=f(-1)=1(3)=0

b) f(x)=x3-9x2+ 26x - 24 f(2)=f(3)=1f(4)=0

c) f(x)=2x3-6x2+6x-2 f(1)=0

d) f(x)=x*-12x3+ 21x2 + 98x f(-2) =f(0)=1(7)=0

f(x) = x3 + ax2 + bx + c. Bestimme a, b und c¢ so, dass f die Nullstellen hat:
a) 1,2 und 3 f(x) = (x-1)(x-2)(x-3) a=-6,b=11,c=-6

b) 1,2 und -3 f(x) = (x+1)(x-2)(x+3) a=2,b=-5,c=-6

c) 0,10 und 100 f(x) = x(x-10)(x-100) a=-110,b=1000,c=0

Ist G¢ symmetrisch zum Koordinatensystem, dann liegen alle Nullstellen
symmetrisch zu 0. Begriinde oder widerlege mit einem Gegebeispiel:

a) Liegen alle Nullstellen von f so, dass mit jeder Nullstelle a auch —a eine
Nullstelle ist,dann ist G; symmetrisch zum Koordinatensystem.

Der Satz ist falsch, Gegenbeispiel: f(x) = (x2 - 1)(x2 + x +1)

b) Liegen die n Nullstellen eines Polynoms vom Grad n so,
dass mit jeder Nullstelle a auch —a eine Nullstelle ist,
dann ist G; symmetrisch zum Koordinatensystem.

Der Satz ist richtig:

Nullstellen seien a, b, c, ... f(x) = (x2 — a2)(x2 - b?)(x2 - ¢?)-...

alle x-Exponenten sind gerade, G; ist symmetrisch zur y-Achse,
Nullstellen seien 0, a, b, ¢, ...f(x) = x(x2 — a2)(x2 - b?)(x2 - ¢?)-...

alle x-Exponenten sind ungerade, G¢ ist symmetrisch zum Ursprung.

Vom Polynom f(x) = ax? + bx? + ¢x + d ist bekannt,
dass es 4 Nullstellen hat. Was kann man daraus schlief3en ?
(Beachte: Es heif3t nicht »genau 4 Nullstellen «)

Wegen der 4 Nullstellen kann f(x) kein Polynom vom Grad 3 oder kleiner
sein. Alsoist a=b =c =d =0, das heif3it f(x) = 0, jede Zahl ist Nullstelle.
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2.5 Mehrfache Nullstellen
01 a) f(x) = (x+ 2)2 b) f(x)=(x+2)3 c) fx)=-(x-1)3

+\ o2 +k ?3 +:

02 Gib die Nullstellen mit ihrer Vielfachheit an und skizziere die Kurve.

a) fx)=x+1)(x- 2) b) fx)=x+1)32x-2)
1

+\ |
A /\ /

) f(x)=(x+1)(x - 2)3 d) f(x) = (x + 1)3(x 2)2

A A S LY
¢.'/— l4 /_1 v

2 X

3 Gib die Nullstellen mit ihrer Vielfachheit an und skizziere die Kurve.
a) f(x)= x2(x +4)2(x-4)(x + 8)

+-8\ /*\ /*\ t

b) f(x) =x(x+ 4) (x 4)3(x +8)

oy + 02 + RN 03 _|.
/ \ — A=
8 4 X

) f"‘(x).'z <3(x + 4)3(x — 4)3(x + 8)3

+“\'03 03/"’ +\ 03 03/i|-
I S o\, - 71 %
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II. Polynomfunktion

d) £(x) = x2(x + 4)2(x — 4)2(x + 8)2

Polynomfunktion

Mehrfache Nullstellen 33

+\<ﬁ/ + \_?2/ +
-8 -4

4 Faktorisiere und skizziere:

a) f(x) = (x2-4)% = (x - 2)(x + 2))
= (x — 2)2(x+ 2)2

+\31/ + \ A
>
-9 9 X

c) f(x) = (x?-4%)%=(x-4)(x +4))?
=(x-4)3(x+4)3

NG "/
N 71 =

e) f(x)=x*+27x=x(x3+27)
=x(x+3)(x2-3x+9)

.
.

+\?<
-3 _

g) f(x) = x5-64x3 =x3(x3 - 64)
=x3(x —4)(x2 + 4x + 16)

01/+)

Jo

01,
y4

+ 0
- 7 %

|
I\
0 N
. .
. .
.. L.

i) fx)=x6-64=(x3-8)(x3+8)

=x-2)(x2+2x+4)(x+2)(x2 -

Verlauf wie in d)

\3_/ +\5>y+
>
0 4 x

b) f(x)=x2-42=(x-4)(x+4)

+ \(<
-4

d) f(x)=x*-2%=(x2-22)(x2+2?
=(x-2)(x+2)(x2+4)

01/'+ .
X

%

.

+\0 01/'4—
y
—\2\ — /2

f) f(x)=x5-64x*=x%x2-64)
' =x%x-8)(x+ 8)

4 01 +
/ >
- /& x

o
=/ 0

h) f(x) = x6-64x2 = x2(x*-64)
= x2(x2-8)(x2+8)
(- /B)(x+ VE)(:248),

-I-"\O1

02 01/';I-
y
TN 0N < B
2x + 4)
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05 Faktorisiere und skizziere:

a) f(x)=x3+x2-12 b) f(x)=x*+ 6x3 + 9x?
=(x-2)(x2+3x+6) . =x2(x2 +6x +9) = x2(x + 3)2
> +\ 0/ + U0+
- /2 x N N
-3 0 X

) f(x) = x5 + 13x3 — 36x = —x(x* — 13x? + 36)
= —x(x2 - 9)(x2 ‘—_4) =—x(x-3)(x+3)(x-2)(x+2)

Y
T e e e el -
~
Y ~
.

. 01 oL . 01 0L.--:--. 0t
+ + 4 x
\_/ N\ N
-3%.—.%2 0. —_ A2 3N, —
d fx)=x*+x3-9x2+11x-4 + 01 0% +
=(x+4)(x-1)3
o x-1) N A
A - o1 X

f) f(x)=0,1x°>-1,5x3 - x2+6x+ 7,2 .
_ 0,1(x - 32(x+ 2) ¢+ O\ P+

~ S
/5 3 X

6 a) 2 ist 1fache Nullstelle, —3 ist 2fache Nullstelle und f(0) = -9
Ansatz: f(x) =k(x - 2)(x + 3)2,
Bedingung: f(0) = -9 =k(-2)(3)2, k=0,5f(x) = 0,5(x — 2)(x + 3)2
b) 1 ist 1fache, -2 ist 2fache, 3 ist 3fache Nullstelle und f(0) =9
Ansatz: f(x) = k(x - 1)(x + 2)2(x - 3)3,

Bed.: f(0) =9 =k(-1)-4-(-27), k= 1—12 f(x) = 1—12 (x-1) (x+ 2)%(x—3)3
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c) 2ist 3-fache, 3 ist 2-fache, 0 ist 1fache Nullstelle und f(1) = -4
Ansatz: f(x) = kx(x — 2)3(x — 3)2,
Bedingung: f(1) =-4=k-1-(-1)-4, k=1 f(x) = x(x - 2)3(x — 3)2

d) 1 ist 100-fache Nullstelle und f(0) = 1
f(x) =k(x - 1)190 £(0) =1 =k-1f(x) = (x — 1)100

7 a) Ansatz: f(x) =kx+7)x+1)x-1)x-"7)

Bedingung: Kurve durch A(-5|-8), also f(-5) =- 8
k(2)(-4)(-6)(-12) =-8, k = % f(x) = 7l2 x+Nx+1D)x-1)x-7)

b) Ansatz: f(x) =k(x + 2)2(x - 3)(x-7)
Bedingung: Kurve durch B(4|4), also f(4) = 4
k-36-(1)(-3) =4, k=-L f(x) = - (x + 2)%(x - 3)(x - 7)
c¢) Ansatz: f(x) =k(x+1)(x-3)3
Bedingung: Kurve durch C(0|-3), also f(0) = -3

k-1-(-27)=-3, k= % f(x) = é(X +1)(x - 3)3

_3”C

f(x) = %(X+1)(x—3)3

8 a) Ansatz: f(x) =k(x + 3)2(x - 1)3
Bedingung: Kurve durch A(-2|-1), also f(-2) = -1
_ _1 _ 1
k-1-(-27)=-1, k= 5 f(x) = 5 (x+3)2(x-1)3
b) Ansatz: f(x) =k(x-2)(x-3)(x + 1)3
Bedingung: Kurve durch B(1|-1), also f(1) = -1
k-(-1)(-2)-8=-1, k= -Lf(x) = -t (x - 2)(x - 3)(x + 1)?
c¢) Ansatz: f(x) =k(x + 3)(x — 2)*
Bedingung: Kurve durch C(-2|-4), also f(-2) = -4
k-1-64=-1, k=—L  f(x)=-2(x+3)(x-2)*
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11. Polynomtunktion Polynomtunktion Mehrtache Nullstellen

f(x) = %(x+3)2(x—1)3

9

f(x)=x-c)x-c+1)(x+c-2),celR

Fir welche Werte von c ist die x-Achse Tangente von Gy, ?
Nullstellen: x;=c, x9=c—-1, x3=2-c¢

x-Achse beriihrt: mindestens 2 Nullstellen fallen zusammen

x4 und X, unterscheiden sich um 1, konnen also nicht zusammenfallen
X;=X3: c=2-c=>c=1

X9g=Xg: ¢c—1=2-c=c¢c=1,5

Die Kurven von f; und f; 5 bertihren die x-Achse.

f(x) =x3-(c +1)x2+cx,celR
=x(x2-(c+1)x+c¢)=x(x-1)(x-c); Nullstellen 0, 1, c
a) x-Achse ist Tangente von Gy, : die variable Nullstelle ¢ f&llt mit einer der
andern zusammen, also ¢ =0 oder c=1.

b) f. hat 3 verschiedene Nullstellen:
Fall a) darf nicht sein, also ¢+ 0 und c* 1.

c) f, hat genau eine Nullstelle: kein c-Wert schafft das.
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2.6 Schnittstellen

a) f(x)-gx) =- %(X2+2X+ 1) =- %(x+ 1)2=0
B(-1|g(-1)) = B(-1|2,5) ist 2facher Beriihrpunkt.

b) f(x)-g(x) =— 2(x2-5x+4) =- L(x-1)(x-4) =0
S(1]2,5) und T(4|4) sind 1fache Schnittpunkte.

Irgendeine Gerade mit Steigung -3: g,(x) =-3x + t

sucht Anschluss an Parabel p(x) = - %xz +x+4

g(x) - p(x) = %X2—4X+t—4 =0 oder x2-8x+2t-8=0
Diskriminante D = 64 — 4(2t — 8) = 8(12 - t)

g soll bertihren, also D=0 = t=12 Tangente: g;5(x) =-3x + 12

Berthrstelle x = 8—39 =4 Berihrpunkt B(4|g,,(4)) = B(4|0)

Irgendeine Gerade durch den Ursprung: g, (x) = mx

sucht Anschluss an Parabel p(x) = - 1—11()(—4)2 +3

g(x) - p(x) = }(x-4)2+mx-3 =0 oder x2-8x+16+4mx-12=0

x2-4(2-m)x+4=0

Diskriminante D = 16(2 - m)2 — 16 = 16(4 — 4m + m?2 — 1)
=16(m?2-4m + 3) =16(m - 3)(m - 1)

g soll beriihren, also D=0 = m=3 oder m=1

2 Tangenten: g5(x) = 3x und g;(x) =x

2 Bertihrstellen: x = 412‘—;“59 =4-2m
m=3: x=-2, Beriihrpunkt B(-2|gs(-2)) = B(-2|-6)
m=1: x=2, Beriihrpunkt B(2|g,(2))=B(2|2)
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M 0xe268) by () =-(2x-D) g ) =-(x+D)x-2)
YA o g(x) =-x ’ gx) = 4X+4 g(x) = 3x+2
A ' B(/2lA)

.
.
.
.
.
.
.
.
.
-
.
.
.
.

g i

B(3]-3)

a) f(x)-gx)= x3-6x2+9x = x(x-3)2 =0
O(0|0) ist 1facher, B(3|-3) 2facher Schnittpunkt.

b) f(x) -gx)=- i(4x3+ 12x2+9x) = - iX(2X+3)2 =0
S(0]4) ist 1facher, B(-1,5|0,625) 2facher Schnittpunkt.

c) fx)—gx)=—x3=0
B(0]2) ist 3facher Schnittpunkt, also Wendepunkt.

5 f(x) - gy(x) = 2(x3+6x2+9x) f(x) = $x(x*+6x+7)

= %X(X+ 3)2 =0, 0O(0|0) ist 1facher,
B(-3|3) 2facher Schnittpunkt.
f(x) —g 4(x) = X3+6X2+9X+2)

= §(x+2)(x2+4x+ 1)=0,

Q(-2[1), P(-2-./3|1+./3) und
R(-2+./3 |1-./3) sind 1fache
Schnittpunkte.

f(x) — g o(x) = %(X?’ +6x2+9x+4)
= 2(x+4)(x+1)? =0,
B(-1|-1) ist 2facher, S(-4|2) 1facher Schnittpunkt.
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6 f(x)=x3-4x .
Wegen der ungeraden Exponenten ist
f(—x)=—f(x). Deshalb ist der Ursprung Sym-
metriezentrum der Kurve; wenn er auch
Wendepunkt sein soll, dann muss es eine
Ursprungsgerade g mit g(x) = mx so geben,
dass der Ursprung 3facher Schnittpunkt von
Kurve und Gerade g ist.
Schnitt von f und g:
fx) —gx)=x3-4x-mx=x(x2-4-m)=0
Die erwartete 3fache Schnittstelle x=0 ent-
steht, falls (x2 -4 —m) = x2,
und das ist der Fall fir m =-4.
Wendetangente: g(x) = -4x

f(x) = x(x-2)(x+2)
g(x)=-4x P

7 a) fx)-gx)=x*-2x2+1=(x2-1)2= (x-1)2(x+1)2=0
B(-1]|0) und C(1|-2) sind 2fache Schnittpunkte.
b) f(x) -g(x) =x*-4x3+4x2 - 1= (x-1)2(x2-2x-1)=0
B(1]0) ist 2facher Schnittpunkt,

T(1-./2]./2) und S(1+./2 |-./2) sind 1fache Schnittpunkte.
f(x) = x(x+1)(x>-x-1) . \\\T f(x) = x(x-1)(x*-3x+1) |

b)

*8 Wenn die Kurve einen Flachpunkt hat, dann muss der Schnittpunkt von
ihr und einer Gerade mindestens 3fach sein. Wenn der Flachpunkt kein
Wendepunkt sein soll, dann diirfen sich Kurve und Tangente nicht durch-
dringen, dann muss die Vielfachheit gerade sein, also v=4, 6, §, ...

Der Grad muss also mindestens 4 sein.
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9 fx) -gx) = )
f(x) = -z (x+2)*(x*+2
=— H(x*+4x3+6x2+4x+1) (%) = - 5 (x+2)°(x"+2)
1 —_—
=- 6(X+1)4 =0 .

F(-1|-0,5) ist 4facher
Schnittpunkt, ein Flachpunkt, | )
aber kein Wendepunkt.

10 a) f(x) - g,(x) =— 2(3x2-4(u+1)x+2u?-2) =0
Diskriminante: D = 16(u+1)2 — 12(2u2-2) = -8(u+1)(u-5) =0
Beriihrung: D = 0, also u=—1 oder u=5

Beriihrstelle: x = ﬂ%ﬂ)

g 4(x) = (x+1)2-1 , Beriihrpunkt (0|0)
gs(x) = (x—5)2-1 , Beriihrpunkt (4/0)

b) f(x) - g,(x) =-3(3x2-8x-2u+2) =0
Diskriminante: D = 64 — 12(-2u+2) = 8(3u+5) =0

Beriihrung: D = 0, also u= - g

Bertihrstelle: x = % - %

g 5/3(x) = (x— 1)2+§ , Bertithrpunkt (4/3|16/9)
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11 a) f(x) - g(x) = L(x3+x2-4x-4) = J(x+2)(x+1)(x-2) =0
S(-2]0), T(-1]|1,5) und U(2|0) sind 1fache Schnittpunkte.

b) fx) -gx)=x3-x2-x+1=(x+1)(x-1)2=0
S(-1|2) ist 1facher, B(1|-2) 2facher Schnittpunkt.

c¢) fx) -g(x)=x3-3x2-3x-1=(x-1)3 =0
B(1]|-2) 3facher Schnittpunkt.

a) f(x)= %X(X+2)(X—2) b) f(x) =x(x*-3) c) f(x)=xx*-3)
g(x) = 3(x-1)*-2

12 a) f(x) -gx)=x*=0
B(0|1) ist 4facher Schnittpunkt.

a) fx) = (x*-1)* g(x) =1-2x>

b) f(x) - g(x) = x*-4x2+4
— (x2-2)2 = (x- J2)%(x+/2)2 =0

B(-./2]1) und C(./2|1) sind
2fache Schnittpunkte.
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11. Polynomtunktion Polynomfunktion Schnittstellen

c¢) f(x)-g(x)=x*-6x2-8x-3 o) f(x)=(x2-1)? g(x) = 4(x+1)2
= (x-3)(x+1)2 =0 .
B(-1]0) ist 3facher,
S(3]64) 1facher Schnittpunkt.

Die Gleichung fiir die Schnittstellen
muss genau 2 Losungen haben:
f(x) - g(x) =k(x - v)(x - w).
Weitere Faktoren, die + 0 sind, wie x2+1,
die also von geradem Grad sind, konnen nicht vorkommen,
weil der Grad der Schnittstellen-Gleichung nicht grofler als 3 sein kann.
f(x) - g(x) =k(x - v)(x - w) = k-x2 -k(v+w)-x + kvw
weil hier keine 3.Potenzen von x vorkommen, miissen die Koeffizienten
bei x2 in f(x) und g(x) gleich sein.
Beispiel: f(x) = ax3 + k-x2 -k(v+w)-x + kvw

g(x) = ax?

f(x) -gx) =
= L (x*-10x3+x2+84x-108) = £ (x+3)(x—2)%(x-9) = 0

S(-3]0) und T(9|-81/,,) sind 1fache Schnittpunkte,
B(2|1) ist 2facher Schnittpunkt.

f(x) = %(X+3) (x3-18x%+80x—-72)

g(x) = -x*(x+3)(x-8)
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111. Ableitung der Polynomtunktion 'l'angentensteigung— Kurvensteigung

III. Ableitung der Polynomfunktion

1.Tangentensteigung — Kurvensteigung
In den Aufgaben ist immer die Sekantensteigung h + 0

01 f(x) = 5x2+3x  P(llyp) A2lyy) B(L,5lys) C(0,5]yc)
8_1
_ _7 _ _ _ 2.9
a) yp—f(l)—é,yA—f(Z)—S, MpA=5—775
53 17
_ _ 45 _ 872 _
YB—f(1,5)—§> mPB_m_Z
s 15
_ _ 13 _ 8 2 _
YC—f(0,5)—§, mPC—ﬂ—Z

b) sp=21(1(1+h)2 +3(1+h) - I)=2(4h+ 1h?) =4+ 1h

S

mp = E-{%(4+%h) =4

2 f(x) =x2-2x-3 Berechne die Gleichungen der Tangenten in:
a) Allyy yy=1(1)=-4
sa=1(1+)2 -2(1+h) -3 - (-4) = L (h2-4 +4) =h
mAzLi_rf(l)h= 0 Tangente: y=0x+f(1), y=-4
b) B(-1lyg) yg=f(-1)=0
Sg = }11((—1+h)2 —2(-1+h) -3 -0) = %(hz— 4h)=h-4
mp = Li_rf(l)(h—él) =4 Tangente: y=-4(x—(-1))+0=-4x-4
c) C2lyo) yo=f2)=-3
Sc = }-11((2+h)2 —~2(2+h) -3 - (-3)) = %(hz +2h)=h +2
mchi_rf(l)(h+2)=2 Tangente: y=2(x-2)-3=2x-7
3 p(x)=c, X"+ ... +C4X + ¢ gy =1(x) =cyx + ¢
s(0+h) = 2(c,h™ + ... +esh + ¢ = (€,0M + ... + 6,0+ ¢p) ) =c,h™t+ .+ ¢
p'(0) = Ll_l)t(l) (c,h™1+ ... +¢y) =¢4

Tangente: y =c4(x - 0) + p(0) =cx + ¢, q.e.d.

04 a) f(x)=3x3-4x y,=f(0)=0
sp=2(3(0+h)? - 4(0+h) - 0) = 1 (3h* - 4h) = 3n2 - 4
my = %li_r)r(l)(3h2—4) =-4 Tangente: y=-4(x-0)+0=-4x
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b) f(x)=x3-6x2-x+6 y,=f(1)=0
sp= 1 ((1+h)*- 6(1+h)2— (1+h)+6-0) = 1 (h*~3h2~10h) = h? - 3h - 10
Moy =£i_r)r(1)(h2—3h— 10) = -10; Tangente. y =-10(x-1)+0 = -10x+10

¢) fx)=x*-x3 y,=(2)=8
Sp= %((2+h)4— (2+h)3 - 8) = %(h4+7h3 +18h2 +20h)=h3+7h2+18h+20
mry —hm(h3 +7h2+18h+20) = -
Tangente y = 20(x-2)+8= 20x — 32

a) f(x)=3x%-4x
s(x+h) = %(3(X+h)3 — 4(x+h)—-(3x3 - 4x)) = 9x2 + 9hx + 3h2 - 4
f'(x) = EI%(9X2+9hX+3h2—4) =9x2-4

b) fx)=x3-6x2-x+6
s(x+h) = %((X+h)3 — 6(x+h)2 - (x+h) +6 — (x3 - 6x2-x + 6))
=3x2+3hx-12x+h?2-6h-1
f'(x) = hm 3x2+3hx-12x+h2-6h-1) = 3x2-12x-1

c) f(x)=x*-x3
s(x+h) = %((x+h)4 — (x+h)3 - (x*-x3))
= 4x3 + 6hx2 - 3x2 + 4h2x — 3hx + h3 — h?
f'(x) = hm (4x3 + 6hx? — 3x2 + 4h2x — 3hx + h3 — h?) = 4x3 — 3x2

a) flx)=ax2+bx+c
s(x+h) = %(a(x+h)2 —b(x+h) —¢c - (ax2+bx +¢)) =2ax + b + ah
f'(x) = %11_1}(1) (2ax +b + ah) =2ax+b
b) f(x)=ax3+bx2+cx+d
s(x+h) = %(a(x+h)3 — b(x+h)2 — ¢(x+h) — (ax3 + bx% + cx + d))
= 3ax? + 3ahx + 2bx + ah? + bh + ¢

f'(x) = Er% (3ax? + 3ahx + 2bx + ah? + bh + ¢) = 3ax2 + 2bx + ¢

a sei eine mindestens 2fache Nullstelle von f. Zeige durch Berechnung
der Kurvensteigung in (a|0), dass die x-Achse dort Tangente ist.
Ansatz: f(x) = (x- a)2-g(x)

s(a+h) = 11-1(h2-g(a+h) —0) =h-g(a+h), also f'(a) = }lliino (h-g(a+h)) =
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2. Ableitungsregeln fiir Polynome

01

02

03

a)
b)

c)
d)

e)
f)

a)
b)

c)
d)

e)
f)

a)
b)

a)

b)

4(x2-2x+1) = 2x-2

d 1 1y _ 1

ax(gx’+3) = 3

2 (x3-5x2+6x)=3x2-10x+6
f;{(—éx3+2x2+ﬁ)=—xz+4x
d%{(2){4+x3—%x2+3x+3)=3x3+3x2—3x+3

4 (5x7-5x*+5x2-5(x+5)) = 35x6-20x3+10x -5

%[4(x3+3x—1)] = 4(3x2+3) = 12(x2+1)

01%{(—1—12(3)(4—4)(3)) = —1—12(12X3—12X2) =-x3+x2=—x2%(x-1)

d (x3+3x-1\ _ 3x2+3 _ _9

&( 3 > = 3 =x4+1

d (/6x4-2./3x\ _ /6 4x3-2./3 _ 3
dx( % ) = % =4,/3x3-./6

ad)—((x4—44) = 4x3

4[(x-2)(x2-3)] = L(x3-2x2-3x+6) = 3x2-4x-3
d%(ax2+a2x—a3) = 2ax+a? c) d%(ax2+a2x—a3) =0
d%l(ax2+a2x—a3) = x2+2ax-3a?

%{[(X3—3X2 +2x)(a-x)] = %{(—X4+ ax3+3x3-3ax2-2x2+2ax)

= 4x3+3ax?2+9x%2-6ax—-4x+2a

ada[(x3—3x2+2x)(a—x)] =x3-3x2+2x

=2x-a

d [2ax2-2a%x-1 :4ax—2a2
dx 2a 2a
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3.Schnittwinkel

01 Schnittwinkel ¢ von Kurve-x-Achse: tano = |[f'(a)|, a ist Nullstelle von f
Schnittwinkel t von Kurve-y-Achse: tan 6 = [f'(0)|, 1 =90° -6
a) f(x)=x2-2x-15 = (x-5)(x+3) =0 = x=5 oder x=-3
f'(x) =2x - 2 =2(x-1)
tang, = |f'(5)| =8 = ¢, =82,9° = ¢, (Wegen Symmetrie)
tane = |[f'(0)| =2 = 6=63,4°, 1=90°-63,4° = 26,6°

b) f(x) =—2x3-2x2 =—2Zx2(x+9) =0 = x=-9 oder x=0 (2fach)

27 73
f'(x) = —§X2—§X = —%X(X+ 6)

tang, = |f'(-9)| =6 = ¢,=80,5°

wegen der 2fachen Nullstelle 0 ist ¢, = 0° und t = 90°
c) f(x)=x3-3x2+2x = x(x2-3x+2) =x(x-1)(x-2)

f'(x) = 3x2-6x+2

tang, = [f(0)] =2 = ¢, = 63,4°, 1= 90° - 63,4° = 26,6°

tangy = |f'(1)| =1 = ¢y =45°

tangs = [f'(2)| =2 = ¢3=63,4°
d) f(x)=(x2-1)(x2-x-2) = (x-1)(x+1)(x+1)(x-2) =

= (x+1)2(x-1)(x-2) = x*—x3-3x2+x+2

f'(x) = 4x3-3x2-6x+1

wegen der 2fachen Nullstelle -1 ist ¢, = 0°

tang, = |f'(1)| =4 = ¢, ="76,0°

tangs = [f'(2)| =9 = ¢3=83,7°

tane = |f'(0)| =1 = 6=45°, 1=90°-45°=45°

02 Schnittstelle a: f(a) — g(a) = 0; m, =f'(a), m, = Geradensteigung
my—In,
1+mm,
a) f(x)= i(x—S)2 = ;11(X2—6X+9), f'(x) = %(X—S); g(x) =x
f(x) - g(x) = %(x2—6x+9—4x) = i(X2—10X+9) = i(x—l}x—9)
m, = f'(1) = -1, my = 1, rechtwinkliger Schnitt in (1[1)
m, =f'(9) =3, my,=1, ¢=26,6° Schnittpunkt (9|9)

b) f(x) = 3(x2+2x-15) = Z(x+5)(x-3) = %(X3+2X2—15X)

f'(x) = %(3X2+4X—15) g(x) =— gx

f(x) - g(x) = %(X3+2X2—3X) = 3(x%2+2x-3) = §(x+3)(x-1)

Schnittwinkel ¢: tang = ‘

m, =f'(0) =- 1—85, m, = — g, ¢ = 5,6°, Schnittpunkt (0]0)
m, =f'(-3)=0,m,=- g, ¢ = 56,3°, Schnittpunkt (-3|4,5)
m, =f'(1)=-1, my=- %, ¢ = 11,3°, Schnittpunkt (1|-1,5)
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c) f(x)= ﬁ(5x2—60X+216) = 1—(1)8(5X3—60X2+216X); g(x) =
£(x) = 11 (15x2— 120x+216) = 36(5x2 40x+72)
fx) -gx) = 108(5X3 60x2+180x) = 22X (x2-12x+36)
= fog(X~ 6)2
m, =f'(0) =2, m, = §’ ¢ = 45°(exakt!), Schnittpunkt (0|0)
6 ist 2fache Schnittstelle: g ist Tangente von f'in (6]|2), ¢ = 0°

oI

108

Bestimme die Gleichung der Gerade g, die durch den Punkt P der Kurve G
geht und mit der Kurve den Winkel ¢ bildet.

a) f(x)=-1x2-6x-20, P(-4[f(-4)) =P(-4[-4), f'(x)=-x-6
Kurvensteigung in P: {'(-4) =-2

Geradensteigung (¢ = 90°): m = — ﬁ !
Geradengleichung: y = m(x-x,) +y, = 1(X+4) 4 =:x-2

b) f(x) = ﬁ(x3—9x2+33x—21), P(1|f(1)) = P(1|Y/5)
f'(x) =5(3x2-18x+33) = (x2 6x+11)
Kurvenste1gung inP: (1) = g =m, Geradensteigung wegen ¢ = 0°

Tangentengleichung: y = m(x—x,) +y, = (X 1)+— %X—%

¢) f(x)=1(x2+2x-3), P(-3|?9)=P(=3|0), f(x)=21(x+1)
Kurvensteigung in P: f'(-3) = -1, Neigungswinkel in P: 45°
wegen ¢ = 45° sind die x-Achse und die Senkrechte x=—3 Losungen.

d) f(x)=2%(x2+2x-3) P(5|?) =P(5/8), f'(x)=1(x+1)
Kurvensteigung in P: f'(5) = 3, Geradensteigung m
Bedmgung fiir den Schnittwinkel ¢ = 45°: tan45° =

1= |2 = 2m =41

1+3m 1+3m

Fall: —m—+1ﬁ3 m= 1+3m$m—%

‘1 ﬂ5)m

Geradengleichung: y=1 (x—5) +8= 1x + %

Fall: 20 =1 = 3-m=-1-3m = m=-2

Geradengleichung: y=-2(x-5) + 8 =-2x+ 18

a) Scheitel S(0|-1), G¢ schneide die x-Achse unter 45°.
Scheitelgleichung aller Parabeln mit Scheitel (0|-1):
y=f(x) =k(x-0)2-1=kx? -

Schnitt mit x-Achse: f(x)=0 = x2=1/k = x=+.,/1/k , k>0
y =f(x) = 2kx
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Bedingung fiir den Schnittwinkel ¢ = 45°: tan45° =|f'(/1/k )|
1=|2k./1/k| (wegenk>0) = 1=2k./1/k = k= 411’ f(x) = ix2 -1

Scheitel S(-1|0), G¢ schneide die y-Achse unter 45°.
Scheitelgleichung aller Parabeln mit Scheitel (-1]0):

y =f(x) = k(x+1)2= k(x2+2x+1)

Schnitt mit y-Achse: (0]k)

y =f'(x) = k(2x+2) = 2k(x+1)

Bedingung fiir den Schnittwinkel ¢ = 45°: tan45° = |[f'(0)|

1=2k| = k==+1; Losungen: f,15(x) =1 (x+1)2, f(x) = -1 (x+1)2

Scheitel S(0|t), Normalparabel G¢ schneide die x-Achse unter 45°.
Scheitelgleichung aller Normalparabeln (k=+1!) mit Scheitel (0|t):
y=f(x)=2x-02+t=2x2+t y =f'(x) =%2x

Schnitt mit x-Achse: f(x) =0

Fall +x2 +t=0 = x=+,/~t, t<0

Schnittwinkel-Bedingung: tan 45° =|f'(,/~t)|

1=+2./~t| = 1=4(-t) Losung: y=x2-1
Fall x2+t=0 = x=+./t, t>0
Schnittwinkel-Bedingung: tan 45° =|f'(,/t)|

1=|2./t] = 1=4t Losung: y=-x2+]

f(x) =x2, f'(x) =2x gx)=x2+x-1, gx)=2x+1
Schnittstellen: f(x) -g(x)=0 = x=1

m; =f(1) =2, my=g'(1) =3, tanp=1 = ¢=8,1°

flx) =x2-2, f'(x) =2x g(x)=—=x2-2x+2, g(x)=-2x-2
Schnittstellen: f(x) -g(x) =0 = x2+x-2=0 = (x+2)(x-1)=0
Schnittstelle -2: f'(-2) =-4, g'(-2) =2, tane = g = ¢ =40,6°
Schnittstelle 1: f'(1) =2, g'(1) = -4, tane = g = ¢ =40,6°

f(x) =x(1 -x) =x - x2 f'x)=1-2x

g(x) =x(1 +x) = x + x2 g'(x)=1+2x

Schnittstellen: f(x) - g(x) =0 = 2x2=0 = x =0 (2fach),

die Schnittstelle ist 2fach; deshalb beriihren sich die Parabeln,
der Schnittwinkel ist also 0°.

fo) =—gx2+ix f(0)=-3x+; gl =7x*-2x gx)=7x-2

f(x) - g(x) =0 = 2%(4x-21) =0
Schnittstelle 0: f'(0) = % g'0)=-2 = ¢=90°

Schnittstelle 28: f'(2l) = -3 g'(2l) =-1 tangp=1 = ¢=45°
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49

f(x) = 2x(x—-13) = (x3-13x)  f'(x) = &(3x*~13)

g(x) = - ix(x-7) =— 2(x2-Tx) g'(x) =—3(2x-7)

f(x) -g(x) =0 = F(x2+x-20) =0 = Z(x+5)(x-4) =0

Schnittstelle 0:  '(0) = -3 g0) =1 tanp=22 = ¢=654
Schnittstelle —5: f'(-5) = % g'(-5) = 1—67 tang = % = ¢=13,9°
Schnittstelle 4: f'(4) = % g'(4) = %1 tan@ =216 = ¢ =89,7°
f(x) = %x(7—x2) = %(7X—X3) f'(x) = %(7—3){2)

g(x) = 3x(x-5) = (x2-5x) g'(x) = 3(2x-5)

fx) ~g(x®) =0 = F(x?2+x-12)=0 = F(x+4)(x-3)=0

Schnittstelle 0:  £(0) = 1
Schnittstelle —4: f'(-4) = 6
Schnittstelle 3: f'(3) = TO
flx) ==x(x2-1)=-x3+x

g(x) =x(x-1)

fx) - g(x) =
Schnittstelle 0: {'(0) =1

Schnittstelle -2: f'(-2) = -11
Schnittstelle 1: {'(1) = -2

=x2-x

0 = —x(x2+x-2)=

g(0) =22 tanp =72 = ¢=89,2°
! —-13 168 o

g-4) =L tang=18=0¢=164

g3 =3 tang =5 = ¢=82,8°

f'(x) =-3x2+1

gx)=2x-1

0 = =x(x+2)(x-1)=0

g'(0)=-1 = ¢=90°

g'(-2)=-5 tang = % = ¢=6,1°

g'1)=1 tanp=3 = ¢="71,6°
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4. Monotonie und Extrema

01 a)
b)
c)
d)
e)
f)
02 a)
b)
c)

d)

3 a)

b)

f(x) =x2 - 4x f'x)=2x-4=2(x2)=0 Parabel oben offen
Fallen: x = 2 Steigen: x = 2

fx) =x2-4x+5 f'x)=2x-4=2(x-2)=0 Parabel oben offen
Fallen: x = 2 Steigen: x = 2

f(x) =—=x2-4x f'(x) =—2x-4=-2(x+2) =0  Parabel unten offen
Steigen: x = -2 Fallen: x = -2

fx) =—=x2+4x-4 f(x)=—2x+4=-2(x-2)=0 Parabel unten offen
Steigen: x = 2 Fallen: x = 2

fx)=—x-4 Gerade mit Steigung —1 fallt (iberall)
f(x) = waagrechte Gerade: weder ems noch emf
f(x) = x3 +1 f'(x) = 3x2 (=0) steigt echt monoton
fx) =x3+x f'(x) =3x2+1 (>0) steigt echt monoton
f(x) = x3 + x2 f'(x) = 3x2 + 2x =x(3x+2) =0

Steigen: x = -2/3 Fallen: 2/3=x=0 Steigen: 0 = x

fx) =x3+x2+1 Ergebnis wie ¢), denn eine Verschiebung

in y-Richtung dndert nicht nichts an der Gestalt der Kurve.

f(x) =x5+3x*-6x3-10x2+21x -9
f'(x) = 5x* + 12x3 — 18x2 — 20x + 21 = (x+3)(5x+7)(x—1)2

+ 01 —_— 01 + 02 + f'(X)
l l l >
ems -3 emf -1,4 ems 1 ems X

/ WJ&T \ WAT / WJ&T /

f(x) = x5+ 2x* + 6x3 - 4x2 - 13x - 6
f'(x) = —5x* + 8x3 + 18x2 — 8x — 13 = —(x+1)2(x—1)(5x-13)

+ 02 — 01 + 01 —_— f’(X)
l | l >
ems -1 emf 1 ems 26 emf X

/ WJ&T \ WJ&T / WAT \

f(x) = —x° + 5x* — 40x2 + 80x — 48
f'(x) = —5x* + 20x3 — 80x + 80 = -5(x+2)(x-2)3

_ 0t + 0B = fx
| | >
emf -2 ems 2 emf X
WAT / WAT
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4 a)

b)

05 a)

b)

111. Ableitung der Polynomtunktion Monotonie und Extrema

f(x) = (x2-49)(x2-1) =x* - 50x2 + 49
f'(x) = 4x3 — 100x = 4x(x2 - 25) = 4x(x+5)(x-5)

51

— 01 + 01 — 01 + f'(x)
| | : )
emf -5 ems 0 emf 5 ems X
AN WAT / WAT AN WAT /
fx) =(x-1)(x - 3)3=x*-10x3 + 36x2 — 54x + 27
f'(x) = 4x3 — 30x2 + 72x — 54 = 2(2x-3)(x—3)2
—_ ot + 02 + f®
: : >
emf 1,5 ems 3 ems X
WAT / WAT /
fx) =—(x+2)2(x-3)(x—-7) =—x*+6x3 + 15x2 - 44x - 84
f'(x) = —4x3 + 18x2 + 30x — 44 = -2(x+2)(x-1)(2x-11)
e o0 — o 40— W
: : ' >
ems -2 emf 1 ems 55 emf X
/ WAT N\ WAT / WAT AN
f(x) = 2x3 + 3x2 — 36x f'(x) = 6x2 + 6x — 36 = 6(x+3)(x-2)
+ o - 0 4 I®
: : >
ems -3 emf 2 ems X
WAT N WAT
HOP(-3|81) TIP(2|-44)
f(x) =x3(x - 5)2 + 2 =x° — 10x* + 25%x3 + 2
f'(x) = 5x* — 40x3 + 75%x2 = 5x2(x2 — 8x + 15) = 5x2(x—3)(x-5)
: : : >
0 ems 3 emf 5 ems X
/ WAT / WAT \ WAT
TEP(0|2) HOP(3|110) TIP(5/2)
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c)

6 a)

b)

d)

111. Ableitung der Polynomtunktion Monotonie und Extrema

f(x) =—x*+18x2-4 f'(x) = —4x3 + 36x = —4x(x-3)(x+3)
+ 01 - 01 + 01 - f®
l l ;
ems -3 emf 0 ems 3 emf X
WAT \ WAT / WAT
HOP(-3|77) TIP(0|-4) HOP(3|77)
f(x) = x3+6x2-135%x, Dy=1[-9;9]
f'(x) = 3(x+9)(x-5), Waag.punkte: W,(-9(972), W,(5|-400)
RandExtrema: f(-9) =972, f(9) =0 Skizze fiir IR:
+ 01 — 00 4+ f®
l l >
ems -9 emf 5 ems X
WAT \ WAT
HOP(-9]972) TIP(5|-400)
Bertcksichtigung von Dy:
Das Extremum 972 bei —9 ist ein absolutes Maximum,
das Extremum —400 bei 5 ist ein absolutes Minimum,
das Extremum 0 bei 9 ist ein relatives Maximum.
f(x) = x3+3x2-2, D,=1R]
f'(x) = 3x(x+2) Waagrechtpunkte: W,(0|-2), W,(-2|2)
RandExtremum: f(0) = 2 Skizze fur IR:
+ 01 - 01 + f®
l l
ems -2 emf 0 ems X
WAT \ WAT
HOP(-2|2) TIP(0|-2)

Bertcksichtigung von Dy:

Das Extremum 2 bei —2 wire ein relatives Maximum,
das Extremum -2 bei 0 ist ein absolutes Minimum.

f(x) =x5+x+1, Dp=[-1;1]

f'(x) =bx%+1 Wegen f'(x) = 1 gibt es keinenWaagrechtpunkt.
Der Randpunkt (-1|1) ist absoluter Tiefpunkt,

der Randpunkt (1|3) ist absoluter Hohepunkt.

f(x) = x3-6x2-15x+52, D;=IR"
f'(x) = 3(x+1)(x-5) Waagrechtpunkte: W,(-1|60), W,(5|-48)
wegen x<0 gibt es f(0) = 52 als RandExtremum nicht, Skizze fiir IR:
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+ o - 00 4+ f®

l l >

ems -1 emf 5 ems X
WAT \ WAT
HOP(-1|60) TIP(5|-48)

Das Extremum 60 bei —1 ist ein absolutes Maximum.

07 Lies aus den Bildern die Monotoniebereiche und die Waagrechtstellen
von G; ab und gib die Art der Waagrechtpunkte an.

a) G hat konstante positive Steigung, ist also eine steigende Gerade;
da gibt es keine Waagrechtstellen.

b) G fallt links und steigt rechts von der Waagrechtstelle -2,
ist also eine oben offene Parabel mit Scheitel (TIP) bei —2.

c) + 01 — 01 + f®
| | >
ems -2 emf 1 ems X
WAT \ WAT
HOP(-2|...) TIP(1]...)

d) G fallt links und rechts von der Waagrechtstelle 2,
2 ist also x-Wert eines Terrassenpunkts.

© - - 00 4
l ; >
emf -1 emf 2 ems X
\ WAT \ WAT
TEP(-1]|...) TIP(2|...)
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—_ 01 + 01 —_ 01 + f®
| | | >
emf -2 ems 0 emf 2 ems X
WAT WAT WAT
N TIP(2]..) / HOP(0...) N TIPQ]..)
— 01 + 02 + f&®
g) : : >
emf -2 ems 1 ems X
\ WAT / WAT
TIP(-2|...) TEP(1]...)
8 a) D;=1R f'(x) = $x2(x-3)

(0]0) ist Terrassenpunkt,
(0 ist 3-fache Nullstelle von f,!)

W(3|-3) ist Tiefpunkt,
—3 ist absolutes Minimum von f;

b) D,= R}
(0]0) ist relativer Hochpunkt,
0 ist relatives RandMaximum,;
W(3|-3) ist Tiefpunkt,
—3 ist absolutes Minimum von f,
¢c) D;=TR’
f5 hat kein Maximum
W(3|-3) ist Tiefpunkt, —3 ist absolutes Minimum von fj
d) D,=IR\3}
(0]0) ist Terrassenpunkt
wegen des Kurvenlochs (3|-3) hat die Funktion f, kein Minimum

9 f(x)=f(x): %(X3—2X2—5X)=%(3X2—4X—5) = x3-5x2-x+5=0

X2(x-5)-(x-5)=0=x-5)(x2-1)=0 = x=50derx=+1
Schnittpunkte von Gy und G¢: (5|25), (-1]1), (1|-3)
Bei diesen 3 Punkten ist der y-Wert zugleich auch der Wert der
Kurvensteigung.
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5.Hohere Ableitungen; Krimmungsart

55

01 a) f'(x)=18x2-2 f"(x) = 36x f"'(x) = 36 f(x) = 0, nz4
b) f'(x) = 6x° f"(x) = 30x* "(x) =120x3 f4)(x) = 360x2
f0)(x) = 720x f6)(x) = 720 f)(x) =0, n=7
c¢) f'(x) =nxn1 f'(x) =n(n-1)x*?2 {"(x) = n(n-1)(n-2)x™3
f0(x) =n(n-1)(n-2)- ...-3-2-1 f)(x) = 0, m>n
*02 a und b sind Konstanten.
a) f'(x )— f'x)=a f(x)=ax+b
b) f''(x) = f'(x) =-3x+a f(x) —%X2+ax+b
c) f"(x)=x f'(x) = % +a f(x)=%x3+ax+b
d) f'"(x) =24x2 - 6x+ 2 f'(x) = 8x3-3x2+2x+a f(x)=2x*-x3+x2+ax+b
e) I'(x) =2x2-4x+1 f'(x) = X3 2x2+x+a  f(x) = 12—2X4—§x3+%xz+ax+b
03 a) f(x)=x3+1 f'(x) = 3x2 f'(x) =
Linkskurve: f'(x)z0 = x=0 Rechtskurve: f"(x )éO = x=0
b) f(x)=x3+x f'(x) =3x2+1 f"(x) = 6x, Ergebnis wie a)
c) f(x)=x3+x2 f'(x) = 3x2 + 2x f'(x) =6x + 2

Linkskurve: f'(x)z0 = xz—% Rechtskurve: f''(x)=0 = xé—%

d fx)=x3+x2+1 f'(x) = 3x2 + 2x f"(x) = 6x + 2, Ergebnis wie ¢)

04 a) f(x)=x(x-1)(x-2) =x3-3x2+2x f'(x) = 3x2 - 6x + 2
f'x)=6x-6, f'x)=0 = x=1
Linkskurve: f'(x)z0 = x=1 Rechtskurve: f'(x)=0 = x=1
b) f(x) = (x2-3)2=x*-6x2+9 f'(x) =4x3 - 12x + 2
f'x)=12x2-12, f'x)=0 = |x|=1 = x=*+1
Linkskurve: f"(x)z0 = |x|Z1 = x=-1 oder x=1
Rechtskurve: f"'(x)=0 = [x|=21 = -1=x=1

05 a) f(x)=2x3-12x2+18x+3

f'(x) = 6x2 — 24x + 18f"'(x) = 12x — 24 = 12(x — 2)
2 ist 1fache Nullstelle von ", also Wendestelle von f
Wendepunkt (2|f(2)) = (2|7)

b) f(x) = x2%(x-6)
f(x) = x3 — 6x2 f'(x) = 3x2 - 12x f'(x) =6x - 12=6(x - 2)
2 ist 1fache Nullstelle von ", also Wendestelle von f
Wendepunkt (2|f(2)) = (2|-16)

c) f(x)=x*-8x3+24x2 - 32x
f'(x) = 4x3 — 24x2 + 48x — 32
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d)

f)

g)

h)

J)

111. Ableitung der Polynomtunktion Hohere Ableitungen; Krummungsart

f'(x) =12x2 - 48x + 48 = 12(x2 — 4x + 4) = 12(x — 2)2
2 ist 2fache Nullstelle von ", also nur Flachstelle von f
Flachpunkt (2|f(2)) = (2|-16)
f(x) = x2(x2-6)
f(x) = x* — 6x2 f'(x) = 4x3 - 12x
£'(x) = 12x2 — 12 = 12(x2 — 1) = 12(x-1) (x+1)
—1 und +1 sind 1fache Nullstellen von f", also Wendestellen von f
Wendepunkte: (1|f(1)) = (1|-5) und (-1|f(-1)) = (-1]|5)
f(x) = x* + 4x3 + 6x2
f'(x) = 4x3 + 12x2 + 12x
f'(x) =12x2 + 24x + 12=12(x2 + 2x + 1) = 12(x + 1)2
—1 ist 2fache Nullstelle von ", also nur Flachstelle von f
Flachpunkt (-1|f(-1)) = (-1]3)
f(x) = x3(x2-30)
f(x) = x5 - 30x3f'(x) = 5x* — 90x2
f"(x) = 20x3 — 180x = 20x(x2 - 9) = 20(x+3)x(x-3)
-3, 0 und 3 sind 1fache Nullstellen von ", also Wendestellen von f
Wendepunkte: (-3|567), (0/0) und (3|-567)
f(x) = 3x5 — 10x* + 10x3 - 5125x
f'(x) = 15x* — 40x3 + 30x2 - 5125
f"(x) = 60x3 — 120x2 + 60x = 60x(x2 - 2x + 1) = 60x(x — 1)2
0 ist 1fache Nullstelle von ", also Wendestelle von f
Wendepunkt: (0|0)
1 ist 2fache Nullstelle von ", also nur Flachstelle von f
Flachpunkt (1|f(1)) = (1|-5122)
f(x) = x2(x3-10)
f(x) = x5 — 10x2f'(x) = 5x* — 20x
f'(x) = 20x3 - 20 =20(x3 - 1) = 20(x-1)(x2 + x + 1)
1 ist 1fache Nullstelle von ", also Wendestelle von f, WEP (1|-9)
f(x) = —=x% + 20x* — 240x2
f'(x) = -6x° + 80x3 — 480x
f"(x) = -30x* + 240x2 — 480 = -30(x* + 8x2 — 16) = -30(x2 - 4)2
= -30(x—2)2(x+2)2
—2 und 2 sind 2fache Nullstellen von f", also nur Flachstellen von f
Flachpunkte: (-2|-704), (2|-704)
f(x) = (x+5)3(x-5)3
f"(x) = 30(x* — 30x2 + 125) = 30(x2 — 25)(x2 - 5)

= 30(x—5)(x+5)(x—/5)(x+./5)
5,-5, ./b und —./5 sind 1fache Nullstellen von f", also Wendestellen von
f; die y-Werte berechnet man am besten mit f(x) = (x2-25)3.
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Wendepunkte (5/0), (-5]0), (.,/5 |-8000), (-./5|-8000)
6 f"'(x)>0 fur xe]-o0;1[ ; f'(1)=0

f"(x)<0 fir xe[1;4] ; "(4)=0 f"(x)<0 fir xe|4;+oo|
0 0 f"(x)
+ - —
| | >
Linkskurve 1 Rechtskurve 4 Rechtskurve x

Q We‘nde- O Flz‘:\ch- O

punkt punkt

*7 — Jede Polynomkurve vom Grad 3 hat einen Wendepunkt.
f'(x) = 3ax2 +2bx + ¢, f'(x) = 6ax + 2b; " hat immer die 1fache Nullstelle gb )
wechselt dort also das Vorzeichen. Deswegen ist 52 Wendestelle.

— Dieser Wendepunkt ist Symmetriezentrum der Polynomkurve.

Eine Kurve ist symmetrisch zum Punkt (s|t), wenn fiir ihren Term gilt:
f(2s — x) = 2t — f(x). Weil die Kurve durch (s|t) geht, ist t = f(s); man muss
also zeigen, dass f(2s — x) + f(x) = 2f(s), wobei s die Wendestelle /5, ist.

£(2-22 - x) + f(x) = 26(:1)

Rechte Seite: L5 0ah 2
b\ _ b\3 _b\2 b 2 9abc+27a
2f(3—a) = 2(a($) + b(g) + c(3—a) +d) =2

27a2
Linke Seite:

b _ (b )3 L h(P_ )2 4 o(-b_ 3 2
f(2§51 x)+f(x)_a(§5 X) +b(§£ X) +C(§E x)+d + ax®+bx2+cx+d

_ —27a*x3-27a%bx?-27a%cx+27a3d - 18a%bc+4ab? + axd+bx2 +cx + d
27a3
— _(4ab3-18a%bc+54a3d) = -———{2b3 9abc+27a2d)

27 3
Wegen der Gleichheit beider Seiten ist die Behauptung bewiesen.
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8

a) b) c) \/ d) ”

f(a)=0 \/fZ:<\O f(a)>0 f(a) <0 i
f"(a) >0 f'(a) >0 f'(a) >0 f'(a) =0
"(a)<0 f"(a)=0 f"(a)>0 f"(a)=0

X (.J ! —\\ AN N
f§3)>0 f(a) <0 f'(a)>0 f(a)=0
f"(a) >0 (a) <0 f'(a) <0 f'(a) =0
f"(a)=0 "(a)<0 "(a)=0 f"(a)>0

i) ﬁ j) k’\ k)f'J 1) \\-
f(a) > 0 f(a) =0 f(a) = 0 f(a) > 0
f ',(21) =0 f'((aa?) <0 f'((a;f) =0 f'((aa))><0
f"(a)<0 f"(a)=0 f"(a)=0 f"(a)>0
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IV. Anwendungen

1.Kurvendiskussion

01 Alle Polynomfunktionen vom Grad 3 haben W;=IR
a) Obacht: In der 1.Auflage des Lehrbuchs steht % statt %
f(x) = %x(x2— 12) = %(x3 —-12x), Symmetrie zum Ursprung

Nullstellen: 0, +2./3 (alle 1-fach)
Verhalten: wenn x — *o0, dann f(x) - *oo

f'(x) = %(3X2 -12)=2(x*-4) = g(x - 2)(x+2) f'(x) = ?LX
f'(x) = %(GX +4) = %(SX +2)

f'(-2) = 0 und "'(-2) < 0, also W,(-2|2) ist Hochpunkt

f'(2) = 0 und f"'(2) > 0, also W,(2|-2) ist Tiefpunkt

£'(0) = 0, F(0|0) ist Wendepunkt

(212) 7 y (4]4)

f(x) = %X(X2—12) 1 y

22 N Y =12 (6-x)

b) f(x) = %x2(6—x) =— %(x?’ — 6x2), keine Symmetrie zum KOSY

0 ist 2-fache, 6 ist 1-fache Nullstelle
Verhalten: wenn x— +o0, dann f(x) - Foo

f'(x) =- %(3){2 —12x) =— %X(X -4)f"(x) =- %(X -2)
f'(4) = 0 und f"(4) < 0, also W,(4|4) ist Hochpunkt
f'(0) = 0 und "'(0) > 0, also W,(0|0) ist Tiefpunkt
f"(2) = 0, F(2|2) ist Wendepunkt

c) f(x)=- %(X?’ +X)=— %X(Xz +1), Symmetrie zum Ursprung

0 ist die einzige, 1-fache Nullstelle
f'(x) =- %(3){2 +1Df"(x) = - %X

wegen f'(x) < 0 gibt es keine Waagrechtpunkte
£'(0) = 0, F(0|0) ist Wendepunkt
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60

d)

02 a)

b)

1V. Anwendungen Kurvendiskussion

y ¢ (-3]4,5) ¥
f(x) =—%(X3+X) |

f(x) = %(XB +2x2-15x%) = %X(X +5)(x-3)

Nullstellen: -5, 0, 3 (alle 1-fach), keine Symmetrie zum KOSY
Verhalten: wenn x— oo, dann f(x) - o

f'(x) = %(SXZ +4x - 15) = %(X +3)(3x - 5)

'(x) = %(6)( +4) = i(Sx +2)

f'(=3) = 0 und f"'(-3) < 0, also W,(-3|4,5) ist Hochpunkt

f'(5/3) = 0 und f"(5/3) > 0, also W,(5/3|-1,85) ist Tiefpunkt
"(-2/3) = 0, F(-2/3]1,32) ist Wendepunkt

f(x) = %){4—3)(2 = %Xz(x2 ~6)

Nullstellen: 0 (2-fach), +./6 (beide 1-fach), Symmetrie zur y-Achse
Verhalten: wenn x— *oo, dann f(x) - +o0

f'(x) =2x3 - 6x=2x(x2 - 3)f"(x) =6x2-6=6(x2-1)

f'(0) = 0 und "(0) < 0, also W,(0|0) ist Hochpunkt

f'(,/3) =0 und f"(./3) > 0, also W,(./3 |-4,5) ist Tiefpunkt

wegen Symmetrie ist auch W(~./3 [-4,5) Tiefpunkt

f"(+1) = 0, +1 sind 1-fache Nullstellen von f":

F,(1|-2,5) und Fy(-1|-2,5) sind Wendepunkte

We=[-4,5;+0]

fx) = X430 X0 — ~L(3x4+ 8x2-90x?) = 71 x(3x%+ 8x-90)
Nullstellen: 0 (2-fach), %(—4:J2_8€3) (beide 1-fach)

keine Symmetrie zum KOSY
Verhalten: wenn x— +oo, dann f(x) — —co

f'(x) =5(12x3+24x%-180x) = 512(x3+2x2-15%)
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f(x) = %)(4—3)(2

\r

IV. Anwendungen Kurvendiskussion 61

- ;—gx(x2+2x—15) = ;—gX(X+5)(X—3)

f'(x) = 2(3x2+4x-15)

f'(0)=0 wund f"(0) >0, also W,(0]0) ist Tiefpunkt

f'(83) =0 wund f"(3) <0, also W4(3|1,3) ist Hochpunkt

f'(-5) =0 und f"(-5) < 0, also W4(-5|5,1) ist Hochpunkt

f'(x) =0 = x=-3 oder x = 5/3 (1-fache Nullstellen von ")
F,(-3|2,9) und F,(5/3]0,7) sind Wendepunkte We=]-00; 202

(V3]-4,5)

f(x) = 25—6(X4—16X3+96X2) =
Nullstelle: 0 (2-fach),
keine Symmetrie zum KOSY

556 L xAx2-16x+96)

1
wenn x— +oo, dann f(x) — +oo f(x) = 555 x?(x2~16x+96)

f'(x) = 256(4)(3 48x2 +192x)

f'(x) = 64 L x(x2-12x+48)

f'(x) = (X2 8x+16) = (X 4)2
f'(0) = 0 und £"(0) > 0,

also W(0|0) ist Tiefpunkt

f"(4) = 0, 4 ist 2-fache Nullstelle von f":
F(4|3) ist Flachpunkt

We=[0;+0o]

f(x) = 64(x4+8x3 = x3(x+8)

Nullstellen: 0 (3- fach) und -8 (1-fach) keine Symmetrie zum KOSY
Verhalten: wenn x— oo, dann f(x) - —co

f'(x) = (x?’+6x2 x2(X+6)
f'(x) = E(X2+4X) = EX(X+4)
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wegen der 3-fachen Nullstelle 0 ist W,(0|0) Terrassenpunkt,
also auch Wendepunkt,

f'(~6) = 0 und f"'(-6) < 0, also W,(-6|27/4) ist Hochpunkt,
f"(-4) = 0, -4 ist 1-fache Nullstelle von "

F(-4|4) ist Wendepunkt W= |-00;27/4]

'\ (-6|6,75) f L(x*+8 Y,

-6l ) 0= 64(X x) f(x) = x*+4x3+6x%+4x 4+
y

(-4]4) Y

e) f(x)=x*+4x3+6x2+4x = x(x+2)(x2+2x+2)
Nullstellen: 0, -2 (beide 1-fach), keine Symmetrie zum KOSY
Verhalten: wenn x— +oo, dann f(x) - +o
f'(x) =4x3+12x2+12x+4 = 4(x3+3x2+3x+1) =4(x+1)3
f'(x) = 12x2+24x+12 = 12(x2+2x+1) = 12(x+1)2
f'(-1) = 0, -1 ist 3-fache (und einzige) Nullstelle von f",
wegen f"'(—1) = 0 hilft nur noch eine Monotonie-Uberlegung weiter:
links von -1 ist f'(x) < 0 wegen f'(-2) = -4
rechts von -1 ist f'(x) > 0 wegen £'(0) = 4,
also ist W(-1|-1) Tiefpunkt
f"(-1) = 0, -1 ist 2-fach Nullstelle von ", bei -1 dndert sich also die
Krimmungsart nicht, W(-1|-1) ist Flachpunkt
We=[-1;+00]

3 Alle Polynomfunktionen vom Grad 5 haben W= 1R
a) f(x)= 324(X5 30x3+405x) = 324 x(x%-30x2+405)

0 ist einzige (1-fache) Nullstelle, Symmetrie zum Ursprung
keine Symmetrie zum KOSY
Verhalten: wenn x—+o0, dann f(x)—>+o

f'(x) —324(X4 18X2+81) 324(x+3)2(x 3)2

f'(x) = 1(x3 -9x) = (x+3)(x 3)
wegen der 2-fachen Nullstellen +3 von f"(x) sind W,(3|2) und
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W, (-3|-2) Terrassenpunkte
0 ist 1-fache Nullstelle von f"(x), also ist (0|0) Wendepunkt.

y y (212)

| L/

3 (5 3
m(x -30x°+405x)

f(x) =

= % (x°-7Tx*+12x3)

b) f(x)=3(x>-7x4+12x3) = 1x3(x2-Tx+12) = ;x3(x-3)(x—4)

Nullstellen: 0 (3-fach), 3 und 4 (beide 1-fach),
keine Symmetrie zum KOSY
Verhalten: wenn x— *oo, dann f(x) - *oo

f'(x) = 1(5x4—28x3+36x2) = 1x?(x—2)(5x—18)

f"(x) = :x(5x2-21x+18) = —X(X 3)(56x-6)

wegen der 3-fachen Nullstelle 0 ist W,(0|0) Terrassenpunkt,
also auch Wendepunkt,

f'(2) = 0 und f"'(2) < 0, also W,(2|2) ist Hochpunkt,

f'(3,6) = 0 und £"(3,6) > 0, also W;(3,6|~1,4) ist Tiefpunkt,

3 und 1,2 sind 1-fache Nullstellen von f":

F(3|0) und F(1,2|~1,1) sind Wendepunkte

c) f(x)= ‘1(X 2)4(x+3) = 54(X5—5X4+40X2—80X+48)

Nullstellen: 2 (4-fach), 3 (1-fach), keine Symmetrie zum KOSY
Verhalten: wenn x— +o0, dann f(x) - Foo

f'(x) =2(x*-4x3+16x-16) = 22(x-2)3(x+2)

f'(x) = 2 (x3-3x2+4) = 2(x-2)%(x+1)

f'(-2) = 0 und f"'(-2) > 0, also W, (-2|~4,74) ist Tiefpunkt,

£'(2) = 0 und £"(2) = 0, also Monotonie-Uberlegung:

fir 2<x<2 ist f'(x) > 0 wegen f'(0) > 0

fur x>2 ist f'(x) < 0 wegen f'(3) <0, also ist W,(2|0) Hochpunkt,
—1 ist 1-fache Nullstelle von ", also ist F;(-1|-3) Wendepunkt,
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(21-4,7)
d)

1V. Anwendungen Kurvendiskussion

2 ist 2-fache Nullstelle von f", also ist F,(2|0) (bloB) Flachpunkt

f(x) = 2 (x~2)*(x+3) 7006)

-6/0) YT

f(x) =

f(x) = 2=(x+6)3(x—4)2 = (x5 +10x*-20x3 - 360x2 + 3456)
Nullstellen: —6(3-fach), 4 (2-fach), keine Symmetrie zum KOSY
Verhalten: wenn x— +oo, dann f(x) - oo

f'x) = 576(X4+8X3 12x2-144x) = 576X(X 4)(x+6)2

'(x) = 144 (x3+6x2-6x-36) = 4(x+6)(x2—6)

Waagrechtpunkt W,(-6/0) ist Terrassenpunkt,
weil f' bei —6 das Vorzeichen nicht wechselt
f'(0) = 0 und "(0) < 0, also W,(0|6) ist Hochpunkt,
f'(4) = 0 und f"(4) > 0, also W4(4|0) ist Tiefpunkt,
—6, ./6 und -./6 sind 1-fache Nullstellen von f",
also sind F;(-6|0), Fo(—./6 |~3,23) und F4(./6 |~2,51) Wendepunkte
f(x) = sx(x2-25)2 = L x(x—5)%(x+5)2 = 5=(x°—50x3 + 625x)
Nullstellen: 0 (1-fach), ir5 (beide 2-fach),
Symmetrie zum Ursprung
Verhalten: wenn x— +o0, dann f(x) - Foo
f'(x)= H(x*-30x2+125) = H(x2-25)(x2-5)
40(X 5)(x+5)(x2-5)
f'(x)= 75(x3-15%) = 15x(x2- 15)

f'(5) = 0 und f"(5) < 0, also W,(5|0) ist Hochpunkt,

wegen Punktsymmetrie ist W,(-5|0) Tiefpunkt,

f'(\/5) =0 und f"(./5) > 0, also W5(./5 |-2./5) ist Tiefpunkt,

wegen Punktsymmetrie ist W,(-./5|2./5) Hochpunkt

0, ./15 und —./15 sind 1-fache Nullstellen von f",

also sind F,(./15 [~1,93), Fo(-./15 |~1,93) und F5(0|0) Wendepunkte

576(X+6) 3(x—4)2 ~
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(-50)

f(x) =

1

= L x(x?—25)?

200

f)

4 a)

IV. Anwendungen Kurvendiskussion

y
| f(x) = £ (3x°+20x*+40x%) |

v15|1,9)
(5/0)

I1 | | L - 9],
(«/1_5|—1,9)/ |

* (W5|-2v5)

f(x) = (3X5+20x4+4OX3) X3(3X2+20X+40)

Nullstellen. 0 (3-fach), keme Symmetrie zum KOSY
Verhalten: wenn x— +oo, dann f ( ) = oo

f'(x) = 64(3X4 +16x3+24x2) = )(2(3)(2 +16x+24)

f'(x) = E(X3+4X2+4X) = 1_6X(X+2)2

(einziger) Waagrechtpunkt W(0|0) ist Terrassenpunkt,
well ' bei 0 das Vorzeichen nicht wechselt

F(-2|-1,5) ist blo3 Flachpunkt,

welil "' bei —2 das Vorzeichen nicht wechselt

f(x) = b2(x2-20) = 1-(x6—60x* +1200x2-8000)

Nullstellen: +./20 (beide 3-fach), Symmetrie zur y-Achse
Verhalten: wenn x— too, dann f(x) - +oo

f'(x) —512()(5 40x3+400x) = 512x(x2 20)2
f'(x) = 22(x*-24x2+80) = ~3(x2-20)(x+2)(x-2)

+,/20 sind 2-fache Nullstellen von f'(x), also sind W,(2./5 |0) und

W,(-2./5 |0) Terrassenpunkte
f'(0) = 0 und "(0) > 0, also ist W5(0|~—7,81) Tiefpunkt
+2 sind 1-fache Nullstellen von f"(x), also sind F,(2|-4) und

F,(-2|-4) Wendepunkte Wertemenge: W= [- 11265 400
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(~-2v/510)

(-2[-4)%

1V. Anwendungen Kurvendiskussion

f(x) = 1024()( ~20)3
, 2«f |o
\ 1 $(2|-4)
\/01-78)

b)

f(x) = 256X4(X 6)2 = 256(X6 12x° + 36x%)
wegen f(x)=0 ist We=[0;+0o[

0 ist 4-fache, 6 ist 2-fache Nullstelle, keine Symmetrie zum KOSY
Verhalten: wenn x— too, dann f(x) - +oo

f'(x) = 128()(5 10x%4+24x3) = E-éx3(x—4)(x—6)

f'(x) = 128 (5x%-40x3+72x2) = 128)(2(5)(2 40x+72)
wegen f(x)=0 sind W,(0]|0) und W,(6/0) Tiefpunkte
f'(4) = 0 und "'(4)<O0, also ist W5(4|4) Hochpunkt

f'(x) =0:5x2-40x+72=0 = x=4+2/10,x,~2,7 x5~5,3

x, und x, sind 1-fache Nullstellen von f", sind also Wendestellen
F,(>2,7|>2,3) und F,(~5,3|>1,6) sind Wendepunkte.

f(x) = 5z5(5x6 +42x5+90x*) = L x45%x2+42x+90)

0 ist 4-fache Nullstelle, keine Symmetrie zum KOSY
Verhalten: wenn x— +oo, dann f(x) — —co

f'(x) Iég(x5+7x4+12x3) = 128)(3()(+4)(x+3)

f'(x) = 722(5x*+28x3+36x2) = 22 xYx+2)(5x +18)

0 ist 3-fache Nullstelle von f'(x), rechts von 0 ist f'(x)<0,

also ist W;(0|0) Hochpunkt und Flachpunkt

f'(~4) = 0 und f"'(-4)<O0, also ist W,(-4|-2) Hochpunkt,

f'(-3) = 0 und f"'(-3)>0, also ist W5(—3|~-2,85) Tiefpunkt,

—2 und -3,6 sind 1-fache Nullstellen von f'"(x), also Wendestellen
F,(-2|-1,625) und F,(-3,6|~2,36) sind Wendepunkte,

BARTH | KRUMBACHER




f(x) =2_—516

d) f(x) = 555(5x6-66x5+210x%) =

IV. Anwendungen Kurvendiskussion 67

W,(0]0) ist hochster Hochpunkt, deshalb ist W= ]-00;0]

(4/2,6)

(5x5+42x5+90x%) y y i
L 2811,5),

f(x) = 2592(5)( —66x°+210x%)
(7-6,5)\,/

2592 ——x%5x2-66x+210)

Nullstellen: 0 (4-fach), ~5,35 und ~7,85 (beide 1-fach),
keine Symmetrie zum KOSY
Verhalten: wenn x— *oo, dann f(x) - +oo

f'(x) =-2(x5- 11x4+28x3)—432x3(x 4)(x-"T)

f'(x) = 432(5){4 44x3+84x2) = ;% > xYx-6)(5x—14)

0 ist 3-fache Nullstelle von f'(x), links von 0 ist f'(x)<0, also ist
W,(0]0) Tiefpunkt und Flachpunkt

f'(4) = 0 und {"'(4)<0, also ist W,(4|~2,57) Hochpunkt,

f'(7) = 0 und "(7)>0, also ist W,(7|~6,48) Tiefpunkt,

6 und 2,8 sind 1-fache Nullstellen von f"(x), also Wendestellen
F,(6]|-3) und F,(2,8|~1,53) sind Wendepunkte,

W, (7|£(7)) ist tiefster Tiefpunkt, deshalb ist Wy = [f(7);+oo[

432(

f(x) = 5(x®-30x*+225x2) = L x2x4-30x2+225)

= 106 L x%x2-15)2
wegen f(x)=0 ist Wy=|-00;0]

Nullstellen: 0, +,/15 (alle 2-fach), Symmetrie zur y-Achse
Verhalten: wenn x— +oo, dann f(x) — —co

f'(x) = 2 x(x*-20x2+75) = 2x(x2-5)(x2-15)

f'(x)= 2(x*-12x2+15)

wegen f(x)=0 sind alle Nullstellen von f(x) zugleich auch die x-Werte von
Hochpunkten: W,(0]0), W,(-./15]0), W4(./15 |0)

f'(+./5)=0 und f"(*./5)>0, also Tiefpunkte: Wy(-./5 |-5), W,(./5|-5)

100
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VARY,

f(x) =

f)

1V. Anwendungen Kurvendiskussion

Flachstellen: x*-12x2+4+15=0,D=144-60=84=4-21
x2=6+./21, x=+./6+,/21

weil es 4 Flachstellen gibt, sind diese alle 1-fache
Nullstellen von f"(x), sind diese alle Wendestellen

Wendepunkte: F,(/6-./21]-2,61), Fo(,/6+./21]-2,07),
Fy(-/6-./21]-2,61), F,(-/6+./21]|-2,07)

(3,9

0 L (x°-12x°+40x%

1024

3,3|-2,1) e

(2,2]-5)
— 30x*+225%?)

100(

f(x) = 1024(){6 12x5+40x4%) = 1024)(4()(2 12x +40)

0 ist 4-fache und einzige Nullstelle, deshalb ist (0|0) Tiefpunkt und auch
Flachpunkt und W;=[0;+0o],

keine Symmetrie zum KOSY
f'x) = 512(3)(5 30x*+80x?) = 5

f'(x) = 512 2 (x4_8x3+16x2) = 512X2(X 4)2

einziger Waagrechtpunkt ist der Tief- und Flachpunkt (0|0),
die Flachstelle 4 ist 2-fache Nullstelle von f"(x), also ist F'(4|2) blof3
Flachpunkt.

L x%3x2-30x+80)

05 Gegeben sind f(x) = x+2)(x 4)2 und g(x) = 2x

a)

Bestimme die Tangenten von Gy, die parallel sind zu g.

f(x) = L(x+2)(x-4)? = (x3-6x2+32)

f'(x) = %8(3)(2—12)() = %(x2—4x) = éX(X—4)

Bedingung:f'(x) = 2, denn 2 ist die Steigung von g
H(x2-4x)=2 = x2-4x-12=0
(x-6)x+2)=0 = x=6 oder x=-2
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IV. Anwendungen Kurvendiskussion 69

Beriihrpunkte:B, (6/f(6)) = B,(6| 1—6), B, (-2[f(-2)) = B,(-2|0)
Tangenten: t,(x) = 2x——2 to(x) = 2x + 4

b) Bestimme die Tangenten von Gy, die senkrecht sind zu g.

Bedingung:f'(x) = denn 1 st Steigung der Gerade senkrecht g

%(X2—4X) = _71 = X2—4X+3 =0

(x-1)(x-3)=0 = x=1 oder x=3
Beriihrpunkte:B,(1|f(1)) = B4(1]1,5), B,(3|f(3)) = B2(3|15_8)

Tangenten: t(x) = —1x+2, ty(x) = —§x+%5

6 Gegeben sind f(x) = x+4)(x 2)2 und g(x) = 2

a)

b)

7 f(x) =

a)

b)

Bestimme die Normalen von Gy, die parallel sind zu g.

f(x) = Th(x+4)(x-2)? = 5(x3-12x+16)

f'(x) = 75(8x2-12) = 2(x2-4) = B(x-2)(x+2)

Bedingung: f'(x) = —g , denn —g ist Steigung der Tangente senkrecht g

o 3(x2-4)=-3 = x2-4=5 = x=13
Berithrpunkte: By(3[f(3) = By(31-0.7).  By(-3If(-3)) = B,31-2.5
Normalen: n(x) = 2x-— 2%, ny(x) = 2x-1

Bestimme die Normalen von Gy, die senkrecht sind zu g.

Bedingung: f'(x) = %

B(2_A) = 2 2 A _— _20 _ 44
1O(X 4)—3:)( 4 = 5 :X—J_r§

Berithrpunkte:By (2 f(4) = B,(|=2),  By(-2[f(-4)) = By(-|-%)
Normalen: n,(x) = —2x+28, ny(x) = 3x -1

—1—X(X2—12)
f(x) = x(x2 12) = (X3 12x) f'(x) = %(X2—4)

Gy ist symmetrlsch zum Ursprung, deshalb ist (0|0) Wendepunkt
Steigung der Wendetangente: m, = f'(0) = —%

Wendetangente t: t(x) = mx = -3x

Steigung der Wendenormale: m,, = ~1/m; = £

Wendenormale n: n(x) = m_ x= £x

3

Schnitt von G¢und n: £(x3-12x) = 3x = x(3x2-100) =0
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1V. Anwendungen Kurvendiskussion

Schnittstellen: x =0 oder x = J_r%)ﬁ

Schnittpunkte: (0[0)  (F/31943) (-F31-943)
¢) In (0|0) schneiden sich G; und n rechtwinklig.
Steigungen in Schnittstelle 1./3: m, =4 m =f(3./3) =1

w

m—mn

Schnittwinkel ¢ dort: tan ¢ =

=1 = ¢=2657°

1+m°mn

f(x) = 22(x*-18x2+17) = = (x-1)(x+1)(x2-17)

f'(x) = —%(X3 -9x) = —%X(x— 3)(x+3)
Bertihrpunkt B(1|f(1)) = B(1|0)
Tangentensteigung: m =f'(1) =1 Tangente: t(x) =x -1
Schnitt von G; und t: g—é(x‘*— 18x2+17)=x-1 = x*-18x2+32x-15=0
weil 1 Beruihrstelle ist, muss die linke Seite ein Produkt sein
(x — 1)2g(x) = 0; Polynomdivision ergibt
g(x) = (x*-18x2+32x-15):(x-1)2=x2+2x-15=(x+5)(x - 3)
die Nullstellen von g(x) sind die restlichen Schnittstellen: -5 und 3
Schnittpunkte: S;(-5/g(-5)) = S4(-5|-6), S,(3|g(3)) =S,(3]2), S3=DB(1/0)
Schnittwinkel ¢: im Beriihrpunkt B ist ¢5 = 0°
in S, ist f'(3) =0, S, ist also Waagrechtpunkt, ¢, = 45°
in S, ist f'(-5) =m; =10, m=1

=2 = ¢,=39,29°

m-my | _ 9
11

1+m'm1

fx)=x*-2x2 - x=x(x+1)(x2-x-1), gx)=—=x-2

a) f'(x)=4x3-4x-1
Bedingung: f'(x) = -1 (Kurvensteigung = Tangentensteigung = -1)
43 - 4x-1=-1 = 4x(x2-1)=0=x=0 oder x =+1
Tangente durch (0/0): t,(x) =—=x
Tangente durch (1/f(1)) = (1]-2): ty(x)=—x-1
Tangente durch (-1[f(-1)) = (1|0): t3(x) =—x - 1 =ty(x)

b) P(alf(a)) =P(ala*-2a%2-a) Qalg(a)) =Qal-a-2)
PQ =d(a) = |f(a) - g(a)| = [a* - 2a% + 1] = |(a% - 1)?| = (a% - 1)*
PQ hat den kleinsten Wert 0 (absolut), falls a = +1
d'(a) =4a3 - 4a=4a(a?2-1) =0 = a =0 oder a =+1 (schon erledigt)
fir a=0 hat d(a) ein Extremum: es ist ein Maximum, weil das Minimum
schon vergeben ist (a=*1); das Maximum ist relativ, weil d(a) beliebig
grof} sein kann.
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IV. Anwendungen Kurvendiskussion 71

10 Kurvenpunkte, die auf einer waagrechten Tangente der Kurve liegen:

a)

b)

11 a)

f(x) = —x3 - 6x2 + 135x

f'(x) =-3x2 - 12x + 135 =-3(x2 + 4x + 45) =-3(x + 9)(x - 5)
Waagrechtstellen: f'(x) =0 = x=-9oderx=5
Waagrechtpunkte: (-9|f(-9)) = (-9|-972) und (5|f(5)) = (5/400)

Waagrechte Tangente y = —972 geschnitten mit Kurve:

—x3 - 6x2+135x=-972 = x3 +6x2-135x—-972=0

-9 ist Beriihrstelle, also 2-fache Schnittstelle; deswegen muss die linke
Seite ein Produkt sein, das den Faktor (x+9)2 hat:

(x3 + 6x2 - 135x — 972) : (x2+18x+81) =x - 12,

also: x3 + 6x2 — 135x — 972 = (x2 + 18x + 81)(x — 12)

das heil3t, 12 ist Schnittstelle von Kurve und Tangente y = -972,

auf der Tangente y = -972 liegen der Beruhrpunkt (-9|-972)

und der Schnittpunkt (12|-972).

Waagrechte Tangente y = 400 geschnitten mit Kurve:

—x3 - 6x2+135x =400 = x3+6x2-135x+400=0

5 ist Beruihrstelle, also 2-fache Schnittstelle; deswegen muss die linke
Seite ein Produkt sein, das den Faktor (x—5)2 hat:

(x3 + 6x2 — 135x + 400) : (x2 - 10x + 25) = x + 16,

also: x3 + 6x2 — 135x + 400 = (x2 - 10x + 25)(x + 16)

das heif3t, —16 ist Schnittstelle von Kurve und Tangente y = 400,

auf der Tangente y = 400 liegen der Beriihrpunkt (5/400)

und der Schnittpunkt (-16/400).

f(x) = x* — 8x3 + 18x2

f'(x) = 4x3 — 24x2 + 36x = 4x(x2 — 6x + 9) = 4x(x — 3)2

3 ist 2-fache Nullstelle von f'(x),

3 ist also x-Wert eines Terrassenpunkts (3|f(3)) = (3|27),

waagrechte Tangente y = 27 geschnitten mit Kurve:
~8x3+18x2=27T=x*-8x3+18x2-27=0

3 ist (2-fache) Berthrstelle, also 3-fache Schnittstelle; deswegen muss

die linke Seite ein Produkt sein, das den Faktor (x—3)2 hat,

freilich auch den Faktor (x—3)2, mit dem gehts schneller:

(x*-8x3+18x2-27): (x2-6x+9)=x2-2x-3=(x+1)(x-3),

also: x* — 8x3 + 18x2 - 27 = (x + 1)(x-3)3,

das heif3t, -1 ist Schnittstelle von Kurve und Tangente y = 27,

auf der Tangente y = 27 liegen der Terrassenpunkt (3|27)

und der Schnittpunkt (-1]27).

f(x) = & 1 (x3+18x2 + 81x) = %X(Xz +18x + 81) = 27

Die x-Axe beriihrt in (-9]0) und schneidet in (0]0).
f'(x) = (3X2 +36x +81) = (X2 +12x +27) =1 (x+9)(x+3)

X(x + 9)2
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1V. Anwendungen Kurvendiskussion

Die Tangente t in (0]|0) hat die Steigung f'(0) = 3,
also die Gleichung t(x) = 3x

Schnitt Tangente-Kurve: 2—17 (x3 + 18x2 + 81x) = 3x
= x3+18x2=0 = x2(x+18)=0 = x=-18

t schneidet f in (-18|t(-18)) = (-18|-54).

b) f(x) = %(x3 - 6x2 - 135x) = s%x(x2 - 6x —135) = %X(X -15)(x+9)
Die Achsenpunkte: A(0|0), B(15|0) und C(-9|0) sind Beriihrpunkte.
f'(x) = %(3X2 ~12x - 135) = %(X2 —4x - 45) = %(X -9)(x +5)

Tangente a in A(0|0) hat Steigung m = '(0) =-15
Gleichung von a: y = a(x) = -15x

Tangente a geschnitten mit Kurve: %(x3 — 6x2 - 135x) = -15x
=x3-6x2=0 = x2(x-6)=0

Tangente a schneidet die Kurve in (6]|a(6)) = (6/-90).

Tangente b in B(15|0) hat Steigung m = {'(15) = 40,
Gleichung von b: y = b(x) = 40x — 600
Tangente b geschnitten mit Kurve: %(x?’ — 6x2 - 135x) = 40x — 600
= x3 — 6x2 — 135x = 360x — 5400 = x3 — 6x2 — 495x + 5400 =0,
15 ist Beriihrstelle, also 2-fache Schnittstelle,
— 6x2 — 495x + 5400 muss den Faktor (x — 15)2 enthalten
(x3 — 6x2 — 495x + 5400) : (x2 — 30x + 225) = x + 24,
also: x3 — 6x2 — 495x + 5400 = (x + 24)(x2 - 30x + 225)
Tangente b schneidet die Kurve in (-24|b(-24)) = (-24|-1560).

Tangente c in C(-9|0) hat Steigung m = {'(-9) = 24,
Gleichung von c: y = ¢(x) = 24x + 216
Tangente ¢ geschnitten mit Kurve: %(x3 — 6x2 - 135x) = 24x + 216
= x% - 6x2-135x=216x + 1944 = x3-6x2-351x-1944=0,
-9 ist Beriihrstelle, also 2-fache Schnittstelle,
— 6x2 — 351x — 1944 muss den Faktor (x + 9)2 enthalten
(x3 - 6x2 - 351x —1944) : (x2+ 18x + 81) =x — 24,
also: x3 — 6x2 — 351x — 1944 = (x — 24)(x2 + 18x + 81)
Tangente ¢ schneidet die Kurve in (24|c(24)) = (24]792).

12 Kurvenpunkte, die auf einer Wendetangente der Kurve liegen:
a) f(x) = 16(x4+16x3+72x2) xz(x2+16x+72)
f'(x) = (x3+12x2+36x) 4x(x+6)2
f'(x) = 3(x2+8x+12) = 3(x+6)(x+2)
-6 und —2 sind 1-fache Nullstellen von f"(x), also Wendestellen
Wendepunkte: (-6|f(-6)) = (-6] 27) und (-2|f(-2)) = (-2|11)
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IV. Anwendungen Kurvendiskussion 73

Wendetangente a in (-6| 27) hat Steigung m =f'(-6) =0,
Gleichung von a: y = a(x) = 27

Schnitt von Kurve und a: 1—16 (x* + 16x3 +72x2) = 27

x4 +16x3 + 72x2 =432 = x*+16x3 + 72x2-432=0

-6 ist Wendestelle, also 3-fache Schnittstelle; deswegen muss die linke
Seite ein Produkt sein, das den Faktor (x+6)3 hat,

freilich auch den Faktor (x+6)2, mit dem gehts schneller:

(x*+16x3 +72x2-432) : (x2+12x+36) =x2+4x-12=(x + 6)(x - 2),
also: x4 + 16x3 + 72x2 - 432 = (x - 2)(x + 6)3,

Schnittpunkt von a und Kurve ist (2]a(2)) = (2/27)
Wendetangente b in (-2| 11): y=b(x)=-8x-5

Schnitt von Kurve und b: 1—16 (x% + 16x3 +72x2) =-8x -5

x4 +16x3 + 72x2 = -128x - 80 = x*+ 16x3 + 72x2 + 128x +80=0
-2 ist Wendestelle, also 3-fache Schnittstelle:
(x%4+16x3+72x2+128x+80) : (x2+4x+4) = x2+12x+20 = (x+10)(x+2)
also: x4 + 16x3 + 72x2 + 128x + 80 = (x +10)(x + 2)3,

Schnittpunkt von b und Kurve ist (<10|b(-10)) = (-10|75)

f(x) =-—x*+10x3 - 24x2

f'(x) =-4x3 + 30x2 — 48x = -2x(2x2 — 15x + 24)

f'(x)=-12(x2 - 5x+4) =-12(x - 1)(x — 4)

Wendepunkte: (1|-15) und (4/0)

Wendetangente a in (1] -15): a(x) =-22x + 7

schneidet Kurve noch in (7|-147)

Wendetangente b in (4] 0): b(x) = 32x — 128

schneidet Kurve noch in (-2|-192)
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f(x)=(x-a)’g(x), g(a)*0

14

f'(x)=(x-2)'g(x),g(a)*0
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75

(alf(a)) ist Extrempunkt

(alf(a)) ist Terrassenpunkt

(alf(a)) ist Extrempunkt
und Flachpunkt

f"(x)=(x-a)'i(x),i(@) +0

v
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G; .
/ fla)=?
f(a)=?
a
a

(alf(a)) ist Wendepunkt

(alf(a)) ist Flachpunkt,
aber kein Wendepunkt

(alf(a)) ist Wendepunkt

16 k ist eine naturliche Zahl.

Poly- Nullstellen Waagrechtpunkte Flachpunkte
grad | Minimal-| Maximal| Minimal-| Maximal-| Minimal- | Maximal-
zahl zahl zahl zahl zahl zahl
3 1 3 0 2 1 1
4 0 4 1 3 0 2
5 1 5 0 4 1 3
n=2k 0 n 1 -1 0 -
n=2k+1 1 n 0 -1 1 n-
17 k ist eine natiirliche Zahl.
Poly- Extrempunkte Wendepunkte Terrassenpunkte
rgligg Minimal-| Maximal-| Minimal-| Maximal-| Minimal- | Maximal-
zahl zahl zahl zahl zahl zahl
3 0 2 1 1 0 1
4 1 3 0 2 0 1
5 0 4 1 3 0 2
n=2k 1 2k -1 0 2k — 2 0 k-1
n=2k+1 0 2k 0 2k -1 0 k

18 f(x) = (x —a)(x-b)(x-c) =x3 - (a+b+c)x?2 + (ab+bc+ac)x — abe
f'(x) = 3x2 — 2(a+b+c)x + ab+bec+ac

f"(x)= 6x — 2(a+b+c)
f'x)=0 = x= a---+g+c
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2. Termbestimmung

01 f(x) =x2+ax+b Beriihrpunkt B(-2|-2) liegt auf y = x
f'x) =2x+a
B sei Berithrpunkt < f'(-2) =1, das heifit: -4 +a=1 = a=-5
B sei Kurvenpunkt < f(-2) = -2, das heifit:4-2a+b=-2=b =2a-6 =-16
f(x) =x2+5x-16

2 Die Schnittpunkte sind A(-4|4) und B(0|0)
f(x) = ax? +bx

f'(x) =2ax+b
in A sei die Parabelsteigung 1 < f'(-4) = 1,das heifit: -8a+b=1
A sei Parabelpunkt < f(-4) =4, das heiflt: 16a—-4b=4

f(x) = —%X2—3X

3 flx) =ax3+bx2+cx+d
f'(x) =3ax2+2bx+c
f'(x) =6ax +2b
f"'(x) = 6a
a) f(1) =f(1)=f"(1)=f"1)=1

f(1) =1,dasheiit a+b+c+d=1

f'(1) =1, das heifit 3a+2b+c=1

(1) = 1, das heifit 6a+2b=1

(1) =1, das heifit 6a=1

flx) = —X3+$X+%
b) f(1) =1, f'(1)=2, f'(1)=3, f"'(1) =

f(1) =1,dasheillit a+b+c+d=1
f'(1) = 2, das heif3t 3a+2b +c¢ =2
f'(1) = 3, das heifit 6a +2b =3
(1) = 4, das heiit 6a =4
f(x) = §X3—%X2+X—%
04 f(x) =ax3+bx2+cx+d

f'(x) =3ax2+2bx+c

f'(x) =6ax+2b

3 sei Flachstelle & f"(3) =0, das heifit: 18a+2b=0

1 sei Waagrechtstelle < f'(1) =0, das heifit: 3a+2b+c=0

F sei Kurvenpunkt <« f(3) =4, das heilit: 27a+9b +3c+d=4

W sei Kurvenpunkt <« f(1)=8, dasheiflit: a+b+c+d=8

f(X)zix?’—Z +145X+— 4(x+1)(x 5)2

05 f(x) =ax? + bx(Punktsymmetrie schon im Ansatz)
f'(x) =3ax2+Db
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3 sei Waagrechtstelle < f'(3) =0, das heifit: 27a+b =0
(3]18) sei Kurvenpunkt < f(3) = 18, das heil3t: 27a + 3b =18

f(x) = —%X3+9X

f(x) =ax3+bx?+cx (O auf Kurve schon im Ansatz)
f'(x) =3ax?+2bx +c

f'(x) = 6ax + 2b

Wendepunkt F(-2|t(-2)) = F(-2|-2)

-2 sei Flachstelle & "(-2) =0, dasheilit: -12a+2b=0

bei -2 sei Steigung -3 < {'(-2) =-3, das heilit: 12a - 4b +¢c=-3

F sei Kurvenpunkt & f(-2)=-2, das heifit: —8a + 4b — 2¢c = -2
f(x) =x3 + 6x2 + 9x = x(x + 3)2

f(x) =ax3+bx (O ist Wendepunkt schon im Ansatz)

—2 sei Nullstelle < f(-2) =0, das heifit: -8a-2b=0 = 4a+b=0

1 sei Nullstelle < f(1)=0, dasheiflit: a+b=0 = a=b=0
f(x)=0 (x-Achse!) ist keine Losung, weil das Polynom f(x) den Grad 0 hat.

f(x) = x2(ax +b) = ax® + bx? (2-fache Nullstelle 0 schon im Ansatz)
f'(x) = 3ax2 + 2bx

bei 2 sei Steigung 1 < {'(2) =1, das heifit: 12a +4b=1

(2]2) sei Kurvenpunkt < f(2) = 2, das heifit: 8a +4b =2

f(x) = x2(—é—ix+ 1)

flx) =ax3+bx2+cx+d f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢

bei 0 sei Steigung 0 < f'(0) =0, das heifit: ¢=0

bei 1 sei Steigung 0 < f'(1) =0, das heilit: 3a+2b+c¢=0
bei 2 sei Steigung 0 < f'(2) =0, das heilit: 4a+4b+c=0
bei -1 sei Steigung 1 < f'(-1) =0, das heifit: 3a-2b+c=1
im Gleichungssystem steckt ein Widerspruch,

eine solche Polynomkurve gibt es nicht.

f(x) = ax3 + bx2 + cx (O auf Kurve schon im Ansatz)

f'(x) = 3ax2 + 2bx + ¢

bei 0 sei Steigung —2 & '(0) =-2, das heif3it: ¢=-2

(5]-10) sei Kurvenpunkt < f(5) = -10, das heifit: 125a + 25b + 5¢ =-10
¢ = -2 eingesetzt ergibt: 5a+b=0 (¥)

Kurvensteigung bei 5: f'(5) = 75a+ 10b + ¢ = 75a+ 10b - 2 :==m

45°-Schnittwinkel: tan 45°=|_-2-m
1+(—2)m
1=1]2+m 2+m _ 44
2m -1 2m-1

Fall »+1« 20 —41 < m =3, Ersetzung riickgingig machen

1-2m
75a+ 10b — 2 = 3 verarbeitet mit (V)
ergibtb=-1,a= é f(x) = %X3 - x2-2x
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Fall »-1« 12_+2mm =—1& m=- 1 Ersetzung riickgangig machen
75a+ 10b 2=-3 1 verarbeitet mit (V)

a=1 3 2
= f(x)—1—5x —X - 2x

ergibt b = —

1
3’
f(x) =ax?+bx2+cx (O auf Kurve schon im Ansatz)
f'(x) = 3ax2 + 2bx + ¢
f"(x)= 6ax + 2b
1 sei Wendestelle = (1) =0, das heifit: 6a+2b=0
0 sei Waagrechtstelle < f'(0) =0, das heif3it: ¢=0
2 sei Waagrechtstelle & f'(2) =0, das heif3it: 12a+4b+c=0
= 3a+b=0 = b=-3a & f(x) = ax? - 3ax? = ax?(x - 3)
Die Koeffizienten sind bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt; eine
der 4 Informationen steckt schon in den anderen dreien: Polynomkurven
vom Grad 3 sind symmetrisch zum Wendepunkt, also muss 1 Wendestelle
sein, wenn 0 und 2 Waagrechtstellen sind.

a) Symmetrie zur y-Achse: f(x)=ax2+b f'(x)= 2ax
bei -2 sei Stelgung = f'(-2) = 1 , das heiflt: —4a = 1 ,a= —é
Parabel gehe durch (—2|O) f (—2) =0, das heif3t: 4a +b=0

o Aa_1 _ 14,21
= b= 4a—§ f(x) = §X0+ 3

b) Symmetrie zum Ursprung: f(x)= ax3 + bx f'(x)=3ax2+Db
bei -2 sei Steigung % = f'(-2) = %, das heif3t: 12a+b = %
Kurve gehe durch (-2|0) & f(-2) =0, das heifit: -8a-2b=0
f(x) = Lx3-1x

16" 4
p(x) = ax? + bx (O auf Kurve schon im Ansatz)
p(x)=2ax+b

1 sei Waagrechtstelle < p(1) =0, das heillt: 2a+b =0
(1]2) sei Kurvenpunkt < p(1) =2, das heifit: a+b =2
p(x) = —2x2 + 4x = 2x(x — 2)

f(x) = ax3 +bx (O ist Wendepunkt)

f'(x) =3ax2+Db

1 sei Waagrechtstelle < f'(1) =0, das heifit: 3a+b=0
(1]2) sei Kurvenpunkt < (1) =2, das heifit: a +b =2
f(x) =-x3+3x =-x(x2-3)

p(0,5)=1,5 £(0,5) =1,375

Gy liegt zwischen A und B naher an der x-Achse.

Beide Kurven haben in (1|9) die Steigung 0 und gehn durch (2|0).

a) Symmetrie zur y-Achse: f(x) =ax*+bx2+c f'(x)= 4ax3 + 2bx
bei 1 sei Steigung 0 < f'(1) =0, das heifit: 4a +2b=0
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Kurve gehe durch (1|9) < f(1) =9, das heifit: a+b+c¢=9
Kurve gehe durch (2|0) < f(2) =0, das heif3t: 16a+4b+¢=0
f(x) =—x*+2x2+ 8

b) Symmetrie zum Ursprung: f(x) = ax® + bx3 + cx
f'(x) =bax*+3bx2+c
bei 1 sei Steigung 0 & (1) =0, das heifit: 5a+3b+c=0
Kurve gehe durch (1]9) & f(1)=9, dasheilit: a+b+c=9
Kurve gehe durch (2|/0) < f(2) =0, das heif3t: 32a+8b+2¢c=0

1.5 11
f(x) = 5x5-5x3+14x
Die Nullstellen 2 und -2 sind beide 2-fach: f(x) = a(x — 2)%(x +2)2
die Kurve geht durch (0|-2): f(0) = -2, das heifit: 16a =-2
f(x) = —% (x — 2)2(x +2)2
f(x) = ax* + bx?2 f'(x) = 4ax3 + 2bx f"(x) = 12ax2 + 2b

—1 sei Flachstelle <« f"(-1) = 0,das heifit: 12a+2b=0
(-1]5) sei Kurvenpunkt < f(-1) =5, das heifit: a+b=5
f(x) =—x*+ 6x2

f(x) = ax*+ bx3 + cx2 + dx

f"(x)= 4ax3 + 3bx2 + 2cx + d

f"(x)= 12ax2 + 6bx + 2¢

1 sei Wendestelle = (1)
4 sei Kurvensteigung bei 1 < (1) =4,das heillit: 4a+3b+2c+d=4

0 sei Kurvensteigung bei 2 < {'(2) = 0,das heilit: 32a+12b+4c+d=0
(1]5) sei Kurvenpunkt & f(1)=5,das heillit: a+b+c+d=5

f(x) = —x* + 4x3 — 6x2 + 8x beschreibt die gesuchte Kurve nicht:

f'(x) =—12x2 + 24x - 12 =-12(x2 - 2x + 1) = -12(x — 1)2

1 ist zwar Flachstelle, aber nicht Wendestelle,

oder: fiir x=1 ist die Bedingung "'(x) + 0 nicht erfillt, das heif3t,

es gibt keine Polynomkurve mit den geforderten Eigenschaften.

0, das heif3t: 12a + 6b +2c =0

f(x) = ax® +bx3 + cx f'(x)= 5bax* + 3bx2 + ¢ f"(x)= 20ax? + 6bx
1 sei Flachstelle & "(1) =0, das heiflt: 20a + 6b =0
Steigung in (1/|8) sei <« f'(1) =0, das heifit: 5a+3b+c=0

(1]8) sei Kurvenpunkt < f(1) =8, das heillt: a+b+c=8

f(x) = 3x5 - 10x3 + 15x

f(x) = ax® +bx*+cx3 (beruicksichtigt schon (0|0) als Terrassenpunkt)
f'(x) = 5bax?* + 4bx3 + 3cx? f"(x) = 20ax3 + 12bx2 + 6¢x

—2sei Flachstelle & '(-2) =0, das heifit: -160a + 48b —12¢ =0
Steigung in (-2|16) sei 0 & f'(-2) =0, das heif3t: 80a - 32b +12¢c=0
(-2]16) sei Kurvenpunkt < f(-2) = 16, das heifit: —32a + 16b — 8c = 16
f(x) = -3x5 — 15x* - 20x3
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3.Interpolation

01 Gerade g durch (17|289) und (18]324): g(x) = 35x — 306

a) f(17,1) =292,41 g(17,1) =292,5 rel.Fehler = 0,03%
b) f(17,39) =302,412 g(17,39) = 302,65 rel.Fehler = 0,08%
c) f(185)=34225  g(18,5) = 3415 rel. Fehler = 0,22%

2 Gerade g durch (16/4) und (25|5): g(x) = %(x+20)

a) f(16,1) =4,0124... g(16,1)=4,0111... rel.Fehler = 0,03%
b) £(20)=4,4721...  g(20) = 4,4444... rel. Fehler = 0,62%
c) f(30)=5,4772... g(30) = 5,5555... rel.Fehler = 1,43%

3 Ansatz fur Naherungsparabel: p(x) = ax2+ bx +¢; p(x)=2ax+b
p(16) = 0,125 = 32a + b;
p(16) =4 = 256a + 16b + ¢; p(25) = 5= 625a+ 25b+ c;

p(x) = 515(1040 +113x—x2)

a) f(16,1) =4,0124...  p(16,1) = 4,0124... rel. Fehler = 0,0001%
b) f(20)=4,4721... p(20) =4,4753... rel.Fehler = 0,07%
c) f(30)=5,4772... p(30) = 5,4475... rel.Fehler = 0,54%

4 Bestimme dann jeweils den exakten Wert und den relativen Fehler.
Gerade g durch (8]2) und (27]3): g(x) = 1—19(x+30)

a) f(10)=2,1544... 2(10) = 2,1052... rel. Fehler = 2,3%
b) £(20)=2,7144... (20) = 2,6315... rel.Fehler = 3,1%
c) f(91,125) =45 2(91,125) = 6,375 rel. Fehler = 41,7%

o5 f(x) =sinx; Stitzpunkte (0/0) und (g 11);
berechne Naherungswerte fir £(0,5) und (1) durch

a) lineare Interpolation, g(x) ~ f(x)
Gerade g: g(x) = %c’—‘
£(0,5) = 0,4794... g(0,5) = 0,3183... rel.Fehler = 33,6%
f(1) =0,8414... g(1) = 0,6366... rel.Fehler = 24,3%

b) quadratische Interpolation, p(x) =~ f(x) mit p(0) = 1

Parabel p: p(x) = ‘—L;—gi‘x2+x
£(0,5) =0,4794... p(0,5) =0,4421... rel.Fehler = 7,8%
f(1)=0,8414... p(1)=0,7686... rel.Fehler = 8,7%
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¢) quadratische Interpolation, q(x) ~ f(x) mit q'(*/;) = 0

Parabel q: q(x) = —T%XZ + ix

£(0,5) =0,4794... q(0,5) =0,5352... rel.Fehler = 11,7%

f(1) = 0,8414... q(1) =0,8679... rel.Fehler = 3,1%
d) kubische Interpolation, k(x) ~ f(x) mit k'(0) =1 und k"(0) =0

Kurve k: k(x) = —42= 8x3+x

£(0,5) =0,4794... k(0,5) =0,4815... rel.Fehler = 0,45%

f(1) = 0,8414... k(1) = 0,8527... rel. Fehler = 1,33%
e) kubische Interpolation, 1(x) ~ f(x) mit I'(0) = 1 und I'"/y) = 0

Kurve k: k(x) = 16n Anygd 4”n 12024 x

£(0,5) =0,4794... 1(0,5) =0,4718... rel.Fehler = 1,6%
f(1) = 0,8414... 1(1) = 0,8318... rel.Fehler = 1,1%

f) lineare Interpolation, g(x) ~ f(x)
) ~ f(x) mit p(0) =
h) quadratische Interpolation, q(x) ~ f(x) mit q'(*/;) =0
i) kubische Interpolation, k(x) ~ f(x) mit k'(0) = 1 und k"'(0) =0
j) kubische Interpolation, 1(x) ~ f(x) mit 1'0) = 1 und I'(*/,) = 0

Stiitzpunkte Py(-3|-3), P;(0]0), Py(3]|-1,5), P4(7]-1,5),
Lege durch die 4 Stiitzpunkte eine Ersatzkurve als

g) quadratische Interpolation, p(x) ~

a) Streckenzug: g;(x)=x  fiir -3=x<0; gy(x) = -3 fiir 0=x<3;
gs(x) =-1,5 fur 3=x=7
b) Parabelbogenzug, Teilterme p,(x) bis p3(x) mit p,'(-3) =4
p1(X) = —x(x + 2) fur —-3=x<0; py(x) = %X(X—4) fir 0=x<3;
ps(x) = (X2 10x+27) fir 3=x=7

¢) Polynom vom Grad 3 nach Lagrange.
Nummerieren vorm Einsetzen:

Po(X0=—3|yO=—3) Pi(X1=0|Y1=0)
P2(X2:3|y2:_1’5) P3(X3:7|y3:—1,5)

o (x=x)(X-X9)(Xx-X3)  (x-0)(x=3)(x="7)
LO(X)—

(X9—x%1)(Xg—X5)(Xg—X3) (-3-0)(-3-3)(-3-7)

= 55(-x3+10x2-21x)

(X—X0)(X—Xp)(X-X3) _ (x+3)(x=3)(x=7)
(X1 —X0)(X1—Xg)(X4—%X3) (0+3)(0-3)(0-7)

Li(X) =
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= 6—13(X3—7X2—9X+63)

L,(x) = (X —X)(X—X)(X—X3) _ (x+3)(x-0)(x=T7)
2T (Xg—X0)(Xg—X1)(Xg—X3)  (3+3)(3-0)(3-7)
= 2(-x3+4x2+21x)
Lo(x) = (x-Xo)(X-X4)(X—X3)  (x+3)(x-0)(x-3)
PV (x3—-X)(X3—X()(X3—Xg)  (7+3)(7-0)(7-3)

_ 1
= 555(X°—9%)

g(®) =yoLlo®) +y1L4(x) + yoLlip(x) + y3Lg(x)
=-3-Ly(x) + 0-L;(x) — 1,5-Ly(x) — 1,5-Lig(x)

_ 1
= 51 x(9x2-70x - 11)

4. Extremwertaufgaben

01 f(x)=x2-6x+9=(x-3)(x-3),xz0

a) Flacheninhalt F(a) = a-f(a) =a3 -6a2+9a=a(a-3)(a-3)
absolute FlachenMinima: F(a) =0 = a =0 oder a=3
F'(a)=3(a%2-4a+3)=0=a=1odera=3
a = 3 schon erledigt,
also muss F(1) = 4 relatives FlachenMaximum sein,
denn wegen a—+o0, also F'(a) >+, gibt es kein absolutes Flach.Max.

b) Umfang u(a) = 2a + 2-f(a) =2a2-10a+ 18>0
u(d)=0=a=2,5

absolutes UmfangMinimum: u(2,5) = 5,5
wegen a — +oo, also u(a) - +oo0, ist u(0) relatives RandMaximum.

02 fx)=—(x-3)(x-8z0,3=x=8
a) Flicheninhalt F(a) = %a-f (a)
f(x)=-(x-3)(x-8) P(alf(a)) =-la(a-3)(a-8)=- L(a’-11a%+24a)
absolute FlachenMinima:
F(a)=0=a=3o0dera=8
F'(a) = 1(3a2- 222+ 24) = 0
=a= % oder a =6
a= % kommt nicht infrage, weil auBer-
f(a) halb der Definitionsmenge

X F"(6) =-7 <0 = F(6) = 18 ist lokales

R

1
. T T
3 a 8 FlachenMaximum.
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b) Flacheninhalt
F(a)= %(a—3)-f(a) =— %(a -3)(a-3)(a-8)=- %(a3—14a2+57a—72)
absolute FlachenMinima: F(a)=0=a=3 odera=8
F'(a)=—%(3a2—28a+57)=0:a=3 oder a = %9
a = 3 schon erledigt

F"(13—9) =-5<0= F(%) = 52&70 ist lokales FliachenMaximum.

3 Bedingung fiira:0=a=6
a) Flacheninhalt

7 o Plalf(a)) F(a) = a-f(a) = a(-a% + 6a) = —a3 + 6a2
i absolute FlachenMinima
F(a)=0=a=0odera=6
F'(a) =-3a% + 12a =-3a(a-4)
F'a)=0=a=0odera=4
f(x)=—x(x—6) F(4) = 32 ist absolutes FlachenMaximum
5 ! 0=x=6 mit P(4(8)

b) Umfang
u(a) =2a + 2f(a) = 2a + 2(-a? + 6a)
=-2a2 + 14a = —2a(a-7)
absolute UmfangMaxima
u(@)=0 = a=0 (oder a="7)
u(a) =—-4a+ 14
u(a)=0 = a=3,5
u(3,5) = 24,5 ist absolut. UmfangMaximum

| - mit P(3,5|8,75)

3* P(aly) sei ein Punkt einer Parabel mit
f(x) = —x2 + 6x, 0=x=6, rechts von der
f(x)=—x(x-6) Symmetrieachse. Ein Rechteck mit den
0=x=6 Ecken P und Q auf der Parabel und den
beiden andern Ecken auf der x-Achse soll:
a) extremalen Flacheninhalt haben.
b) extremalen Umfang haben.

Symmetrieachse x = 3
P(alf(a)) (li}:gt zwischen den Nullstellen 0 und 6)
Bedingung fiira: 3<a=6
a) Flacheninhalt
F(a) =2(a-3)-f(a) =—2(a - 3)(a% - 6a)
=2a(a-3)(a-6)=-2(a%-9a% + 18a)
absolute FlachenMinima
F(a=0=(a=0o0dera=3),a=6
F'(a) = -2(3a2 — 18a + 18) = —6(aZ — 6a + 6)
X Fa)=0=(a=3-./3),a=3+./3
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muss Stelle des absoluten Maximums sein wegen F(3) = F(6) = 0.
Absolutes FlichenMaximum F(3+./3) =12./3

b) Umfang
u(a) = 4(a — 3)+ 2f(a) = 4(a — 3) — 2(a% — 6a) = —2(a% — 8a+ 6)
u(a)=-2(2a-8)=0=a=4
absolutes UmfangMaximum u(4) = 20, denn der Scheitel der unten
offenen Parabel G ist absoluter Hochpunkt.

4 fx)=0=>x=4+2./3

4 ist Symmetrieachse der Parabel
Bedingung fiir a: 4<a <4 +2./3
Dreieckgrundseite (senkrecht)
f(a) = - 4512+2a 1

Dreieckhohe (waagrecht) h=a -4
Dreieckfliche F(a) = 1h f(a)

= é(a 4)(- a2+2a 1)

= é(a3 12a2 + 36a — 16)
F'(a) =- 3(a2 8a+12) = (a 2)(a-6)=0=>(a=2),a=6
wegen F( 4) F(4+2./3) O ist F(6) = 2 absolutes FlachenMaximum.

5 Rechteckfliache F(a) = a-f(a) =a(1 - a®) =a — an*!
absolute FlachenMinima:
y f) — 1 - xn F(a)=0=a=0odera=1,
B also muss fiir 0 < a < 1 mindestens ein

1

\ FlachenMaximum vorliegen
X(alf(a n
Xalf@) oy Lo

~-(n+1)ar=0=a= (m)

das FlachenMaximum ist absolut,
weil es nur dieses gibt

f n n n/n
(=) F((-L)1/m) = (-L)n(1 - (L ynm)

n 1/n
t e (el
6 f(x)=- 18X3+ 1x2 ——1—18)(2()( 9)
a) f(x)=——x2+x—0 = x=0o0derx=6

Extrempunkte: W,(0|0), W,(6|6)
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b)

d)

K(x) =

a)

b)

1V. Anwendungen KExtremwertautgaben

f'®) =-3x+1=0 = x=3
Wendepunkt F(3]3)

Weil die Verbindungsgerade (y = x)
auch durchs Symmetriezentrum F
der Kurve geht, liegen die Flachen-
stiicke symmetrisch zu F und haben
deshalb denselben Flacheninhalt.

Flacheninhalt | |
F(a) =1a.f( )=—3—16(a4—9a3)= -2

__ 1.3
= 36a(a 9)

F'(a) =- & 1 (4a3-27a2)= _g% a2(4a—27)
F'a) =0 =a= % ist Maximumstelle
denn F(0) = F(9) = 0 (absolute Minima)
FlichenMaximum F(ZTZ) = %(%)10 ~ 19,22
Tangente t durch O: y = t(x) = mx
Schnitt mit Kurve: t(x) = f(x)

mx = — 1—8X3 +1x2

x(x2 9x+18m) 0=x2-9x+18m =0

Bedingung fiir Beriihrung: Diskriminante = 81-4-18m=0 = m = g

o 9. _1(9)_9.9 _ 981
Beriihrstelle x = Q,y—t(é) =322 = 16,Beruhrpunkt(2|16)

W;(616)

a-f(a)
LU

1 (3x3-339x2 +17258x + 27972)

Fixkosten K(0) = 9—2—%% , das sind etwa 20771 DM,

fiir 6000 Stiick nimmt man 6000-% DM ein = 2 2.10000DM,
weil 10000DM die Einheit auf der y-Achse sind, ist E(x) = %x
G(x) = Ex) - K(x) = =L (x3-113x2+2760x +9324)

2489
G(x) = 4489(x+3)(x 42)(x-74) =0 = x=-3 oder x =42 oder x = 74

Verlustzone = [0;42[, Gewinnzone = [42;74[

G(x) = 4;1;9(3)(2 226x +2760) =0 = x= % oder x = 60

G'(x) = 22 (3x - 113)

G"(%G) = % , G(46) =-6,38928... bei % -6000 Stick = 92000 Stiick ist

der Verlust von etwa 63893 DM maximal,
G"(60) =— 627 , G(60) =3,53664... bei60-6000 Stick =360000 Stiick ist
der Gewinn von etwa 35366 DM maximal.
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G'(x) = 169(SX 20) =
die Wendestelle x = %0 liegt knapp links von der Schnittstelle 7.

Zahl x; Quadrat der Zahl x2; Unterschied u(x) = x — x2
u(x)=1-2x=0 = x=0,5 (Stelle des absoluten Maximums)

Zahl x; Quadrat der Zahl x2 ; Summe s(x) = x + x2
s(x)=1+2x=0 = x=-0,5 (Stelle des absoluten Minimums)

Zahlen x und 100 — x

a) Produkt: p(x) =x(100 — x) = 100x — x2
p(x) =100 - 2x =0 = x =50
der Extremwert p(50) = 2500 ist das absolutes Maximum,
weil der Grenzfall p(1) = 99 das absolutes Minimum ist.

b) Summe der Quadrate: s(x) = x2 + (100 — x)2 = 2x2 — 200x + 10000
§'(x) = 2(x2 — 100x + 5000) = 2(2x — 100) = 0 = x = 50
der Extremwert s(50) = 5000 ist das absolutes Minimum,
weil der Grenzfall s(1) = 9802 das absolutes Maximum ist.

Rechteckseiten: a, b

a) u=2a+2b = bzéu—a
Fliacheninhalt F(a) = ab = a(% u-a)=1lua-a?
F'(a)=%u—2a:0 = a—zu = b—gu a—iu
a:b = 1 (Quadrat!); F(1 u) = 1—6u2 ist absolutes FlachenMaximum,
weil F(0) = 0 absolutes FlachenM1n1mum ist.

b) u=2a+b = b=u-2a
Flacheninhalt F(a) = ab = a(u — 2a) = ua — 2a2
F'a)=u-4a=0 = a=%u = b=u—2a=%u
a:b =1:2; F(}lu) = lu? ist absolutes FlachenMaximum,
weil F(0) = 0 absolutes FlachenMinimum ist.

¢c) u=a+b=b=u-a
Flacheninhalt F(a) = ab = a(u — a) = ua — a2
F'a)=u-2a=0 = a= 111 = b=u-a=1u

2
a:b = 1 (Quadrat!); F(1 ) u2 ist absolutes FlachenMaximum,

weil F(0) = 0 absolutes FlachenM1n1mum ist.

— u-—2r o
Kreisbogen b = 1800u, Umfangu=2r+b= 2r+1800u=>p— — 180

Sektorflache F = 3rggo W= (ur 2r2) F'(r) = %(u -4r)=0 = r= iu

FlichenMaximum F(1u) = Lu? Mittelpunktwinkel p = ?ﬂ ~114,6°
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.y _c/2-x/2 _Y(e_
14 Strahlensatz: e =y h(c X)

Rechteckfliche F(x) =xy = %(C_X)X

F(x) = %(cx—x2), 0O=x=c

X F'(x) = 2(c-2%) =0 = x=1c = y=1h

i F(% c) = }lhc ist Maximalwert,

: h weil F(c) = F(0) = 0 das absolute Minimum ist.

: y Die Flache des Dreiecks ist doppelt so grof3 wie
! die des Rechtecks.

L x/2 | ¢/2-x/2

c

15 Kantenldngen a, b und ¢
4a + 4b + 4c = 504, eine doppelt so lang wie eine andere: c = 2b
4a+4b+4-2b=504 = a+3b=126 = a=126-3b=3(42-D)

a) Quadervolumen V = abc, a und ¢ eingesetzt
V(b) = 3(42 — b)-b-2b = 6(42b2 — b3)
V'(b) = 18(28b — b?%) = 18b(28 - b)
V'b) =0 = b=28,c=2b=56,a=126 - 3b =42
V = abc = 65856

b) Quaderoberflache F = 2ab + 2ac + 2bc, a und ¢ eingesetzt
F(b) =2-3(42 — b)b + 2-3(42 — b)-2b + 2b-2b = 14(54b — b?)
F'(b)=14(54-2b)=0 = b=27,¢c=54,a=126-3b =45
F(27) = 10206

*16 Grundfliche G = (a — 2x)(b — 2x), 0<x<b/2

S, X Volumen V = Gh = Gx = (a — 2x)(b — 2x)x
S e 1 V(%) =4x3 - 2bx? - 2ax? + abx
| : V'(x) =12x%2 - 4(b + a)x + ab
| NI
bl Sa i G Ei S, Vix) =0 = x, = a+b:A/a62—ab+b2

V'(x) =24x — 4(b + a)

Sq V'(x,) =+.Ja2-ab+b? >0

x, ist Stelle des relativen Minimums

V') =—JaTab+B? <0 = x = atb=da abib?

ist Stelle des relativen Maximums

Sonderfall a=b:x_= :

Falla=21,b=16 = x_=3,V(3)=15-10-3 =450
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17 Grundfliache der Pyramide G = a2 - %xz

D X F C Hohe der Pyramide h = %ﬁ X
(halbe Diagonale im x-Quadrat)
Volumen der Pyramide V = %Gh

X (x)——(a2 QXZ)1 2x=%ﬁ(azx—%x3)

a VY 1[ -1 3X2
E A% (X) =0 = x= g 6a
ist Stelle fiirs VolumenMaximum,

A B  denn V(0) = 0 ist absolutes Minimum.
Voax = V(%J@ a) = 237 3a3

*18 Bezeichnungen und Beziehungen wie in 14: y = }—‘(c—x)

a) Zylindervolumen V(x) = r2rny = ( )% gl (c X) = Zh (cx2-x3),0=x=c
V'(x) = (2cx 3x2)——x(2c—3x) 0= ngc = y=%h
(2 c)==L 1thc2 ist Maximalwert, denn V(0) = V(c) = 0 ist abs. Minimum
Kegelvolumen rch( ) =% 1'EhC2 VolumenVerhaltnis =9 : 4
b) Zylindermantel M(x) = 2rny = X‘J‘C%(
M'(X)z”—h(c—ZX)zo = x=¢

c-x),0=x=c

N

M(é) = %chn ist Maximalwert,denn M(0)=M(c)=0 ist abs. Minimum.

¢) Zylinderoberfliache F(x) = 2r2n+2rny = 2(%)2n+xn%(c—x), O=x=c

F'(x) =mx + %= ( -2x)=0 = x= Qﬁlic ist Stelle des relat. Maximums,
"(x) = - . _ cmh? .
wenn F"(x) = % (c - 2h) <0, wenn also ¢ < 2h; Fp = 7755

wenn ¢ = 2h wiachst F(x) monoton.
19 Zylindervolumen V(x) = y2nx = (r2 — (5)2)X
V(x) =
Vix) =

(4r?x — x3), 0 =x = 2r

FTNTEN

(4r2-3x2) =0 = x=§ 3r

V(% 3r) = g 33w ist Maximum,
weil V(0) =V (2r) =0
4

Kugelvolumen = r3

Volumenverhaltnis = ,/3
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20 Kegelvolumen V = %rznh

Pythagoras: r2 = m2 — h2

V(h) = % (m2 - h?)gh = %n (m2h — h3)
V'(h)=l (m2—3h2)=0$h=%/\/§m
V(/3m) = Z,/3mm? ist Maximum,
weil V(m) =V(0) =0

Offnungswinkel p: cos lp=1b= 1/3
= 1~ 109,47

r

w

w2/ ™

— _2rn  _ rm o
21 Umfang u = 2rn 60°M = 180°(360 n)
Bogenmal erleichtert den Verkehr !
u=r@2r-p)

u ist auch der Umfang des Kegel-Grundkreises
(Radius R): u = 2R=n

2Rr=r@2n-p) = R= %5(275—;;)
Hohe des Kegels: h = ,/r2-R2
h= 2%«/43#—(231:—11)2 = %CA/LLTEM—MZ

Kegelvolumen:

_1PR2h — 1 — 1) 2v2r L _u2
V=:Rrh= 5 (21 — p)?r To—n/4mpu—u
V= 241752 r3n(2n — p)2 J4nu—u2
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V.Scharen

Anmerkung: handelt eine Rechnung von 2 Scharkurven, so haben diese die Parameter
a und u statt a; und a, — der Schreibaufwand verringert sich dann spiirbar.

01 y f,(x)=—ax+a a) Am Achsenpunkt (0|a) erkennt man im
Bild die Schargeraden.

b) A(-1|2) auff,: f,(-1)=2 = a+a=2
a=1, y="f;(x) =—=x+1 geht durch A
B (1]2): f,1)=2 = -a+a=2,

Widerspruch: durch B geht keine Gerade
\ / C2l1): f,(2)=1 = 2a+a=1
o—— \/-S(1/0) a=-1, y=f_,(x) = x-1 geht durch C

1 X ¢) der Parameter ist zugleich negative Stei-

-1 gung einer Gerade; die Gerade y = f ;(x) =

1/ x—1 ist parallel zur Winkelhalbierenden des
1. Quadranten.

d) Eine Gerade senkrecht zur Gerade mit
y = 2x hat die Steigung -1/2,

Schargerade: fy5(x) =-12x + 1

e) der richtige Blick: f,(x) = —ax + a = —a(x-1) = x=1 ist Nullstelle jeder
Schargerade, also treffen sich alle Schargeraden in S(1|0) = sonst:
Schnittpunkt zweier Schargeraden a, u (a+u): f,(x) = f,(x)

—ax +a=-ux+u = x(u-a)=u-a = x=1,y="1,(1) =0, S(1|0)

f) Schargerade a: f,(x) =-ax + a Schargerade u: f,(x) =-ux +u
Schargerade a gespiegelt an der y-Achse: f,(-x) =ax + a
Schargerade a gespiegelt an der x-Achse: —f,(x) =ax - a
Schargerade a gespiegelt am Ursprung: f,(-x) =—(ax+a) =-ax—a
Symmetrie zur y-Achse ?

f,(—x) =f,(x): ax + a =-ux + u = x(at+u) = —a+u, es muss sein (a+u)=0
und —a+u=0, Widerspr. fiir a#+u, keine Symm. zur y-Achse.

Symmetrie zur x-Achse ?

—f,(x) = f,(x): ax — a = -ux + u = x(a+u) = a+u, beide Summen (a+u)
sind gleich O fiir u = —a, zur x-Achse symmetrische Schargeraden:
y=f,(x) =-ax+a und y=f ,(x) =ax—a

Symmetrie zum Ursprung ?

—f,(—x) =f,(x): —ax—a=-ux+u = x(u-a) = a+u, es muss sein

(u-a)=0 und a+u=0, Widerspruch fiir a+u, keine Symm. zum Ursprung.

02 f,(x)=-a’x+a
Am Achsenpunkt (0]a) erkennt man im Bild die Schargeraden.
a) A1) auff,: f,(1)=1 = -a?l+a=1= (Ja-1)?=0= a=2

A liegt auf der Schargerade: y = fy(x) = —4x + 2
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B(-3|2): f,(-3)=2 = a=-1 odera= g, in B schneiden sich die Schar-
geraden:y=f;(x) =—-x-1 und y="f;(x)=- gx + %

C(1]1): f,(1) =1 = keine Losung, durch C geht keine Schargerade
D(% |%): fa(%) = % = a=1,durch D geht: y =f;(x) =—=x +1

E(1]-2): f,(1) =-2 = a=-1 oder a =2, in E schneiden sich die Schar-
geraden:y=f ;(x) =—x-1 und y=£{,(x)=-4x+2

F(—% |-1): fa(—%) = -1 = keine Losung, durch F geht keine Scharger.

eine Schargerade parallel zur Winkelhalbierenden des 1. Quadranten
muss die Steigung 1 haben, fir sie muss sein: —a2 = 1, keine Losung,
eine solche Schargerade gibt es nicht.

eine Schargerade senkrecht zur Gerade mit y = %X muss die Steigung
—4 haben, fir sie muss sein: —a2=-4 = a=12

das sind die Schargeraden: y =f,(x) =—4x+2 und y=f,(x)=-4x-2
(x),-aZx+a=-u’x+u

2_92) — 11— — 1 — 1 y_ au . 1 , au
= X(u a) u-a = X a+u’y f."3‘(a+u) a+u’ S(a+u|a+u)

Schnitt zweier Schargeraden (a+u): f,(x) = f,

Schargerade a: f,(x) = -a?x + a Schargerade u: f,(x) = -u?x + u
Schargerade a gespiegelt an der y-Achse: f,(-x) = a?x +a
Schargerade a gespiegelt an der x-Achse: —f,(x) = a?x — a
Schargerade a gespiegelt am Ursprung: —f,(-x) =-a?x—a
Symmetrie zur y-Achse ?

f,(x)=f,(x): a2%x+a=-u?x+u =
x(a%+u?) = —a+u, es muss sein (a2+u?)=0
und —a+u=0, Widerspr. fiir a+u,

keine Symm. zur y-Achse.

Symmetrie zur x-Achse ?

—f,(x) =f,(x): a?x-a=-ux+u =
x(a%+u?) = a+u, es muss sein (a2+u?)=0 und
(a+u)=0, Widerspr. fiir a+u,

keine Symmetrie zur x-Achse.

Symmetrie zum Ursprung?

—f,(—x) = (x):
—a2x—a=-u%x+u

= x(u?-a?) = a+u,

es muss sein

(u2-a2)=0 und a+u=0

= u=-a,

zum Ursprung symme-
trische Schargeraden:

y =f,(x) =-a?x +a und
y=f, (x)=-a%x-a
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3 a) A(-1]2):f,(-1) =2 = -a+2./a%2+1 =2
f.(x) = ax + 2va?+1 (2./a2+1)%= (2 + 2)?
y 4a2+4=4+4a+a?2 = a(3a-4)=0

1 a=0 oder a=*%4
durch A gehn die Schargeraden
y—fyx) =2 und y =) = ¥ax + 19,
B(1]|2): f,(1)=2
a=0 oder a=-%

durch B gehn die Schargeraden
y=f(x)=2undy= f_4/3(X) = —4/3x +19/5
C(2lo0): f,(2)=0

keine Losung fiir a,

keine Schargerade geht durch C.

D(/21,2):1,(/2)= 2 = a=-
Schargerade ‘durch D y=f,(x) =—=x+2./2

An der Steigung erkennt man im Bild die Schargeraden
Schargerade a: f (x ax +2./a2+1

Schargerade u: f,(x) = ux + 2. /u+1

Schargerade a gesplegelt an der y-Achse: f,(—x) = —ax + 2./a2+1
Schargerade a gespiegelt an der x-Achse: —f,(x) = -ax - 2./a2+1
Schargerade a gespiegelt am Ursprung: —f,(-x) = ax— 2./a2+1

Symmetrie zur y-Achse ?

f.(-x) =f,(x): —ax+2./a%2+1 =ux+2,/u?+1
x(a+u) = 2(Ja2+1- JuZ+1),

es muss sein (a+u)=0 und (/a2+1- Ju2+1)=0,

93

weil u =—a beide Gleichungen erfiillt, sind symmetrisch zur y-Achse die

Scharger.: y =f,(x) = ax+2,/a?+1 und y =f _(x) =—ax+2./a2+
Symmetrie zur x-Achse ?

—f,(x) =f,(x): —ax - 2,/a%+1 =ux +2,/u?+1

x(a+u) = 2(Ja2+1 + Ju2+1), hat keine Losung wegen

(Ja2+1+ Ju2+1) = 2, also keine Symmetrie zur x-Achse
Symmetrie zum Ursprung ?
—f,(x) =f,(x): ax— 2./a%+1 =ux+ 2, /u?+1

x(a-u) = 2(J/a2+1 + Ju2+1), hat keine Losung wegen

(Ja2+1+ Ju2+1) = 2, also keine Symmetrie zum Ursprung.
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4 Eigenschaft: Jede Schargerade geht durch (2|3)

Ansatz: f,(x) =k-a(x-2) + 3

der Faktor k ist notig, weil es beliebig viele Terme gibt, die solche Geraden
beschreiben: a(x-2) + 3, 2a(x-2) + 3, —./3a(x-2) + 3, .

Eigenschaft: Die Schargerade mit y = f,(x) geht durch (1|4)

Gleichung: f;(1)=4 = k-1(1-2)+3=4 = -k=1

f (x) =-a(x-2) +3

a

Eine Geradenschar f, habe die Eigenschaft:
Jede Schargerade und die Koordinatenachsen bestimmen ein
rechtwinkliges Dreieck im 1. Quadranten vom Flacheninhalt 8.
a) Ansatz: y=mx+t \A y
Nullstelle: x,=-1t/,
X, und t sind die Katheten

.. . 1y 4 142 t
Flécheninhalt F=1x,t=-2t%m F

Bedingung: F=8 = -1t¥m=8 X
X \>
aufgelost nach t: t=+./~16m, °

Dreieck im 1.Quadranten: x, und t sind positiv, also t=,/-16m , m<O0;

moglicher Scharterm f_(x) = mx + ./~16m, m<0
aufgelost nach m: m = -t%2/16, t>0

moglicher Scharterm fi(x) = —;—Z X +t,t>0
als Losung bieten sich an mit a als Parameter:
f,(x) =ax + ./-16a,a<0 (Steigung ist Parameter)

f,(x) = 1Zx +a,a>0 (y-Achsenabschnitt als Parameter)

b) Schargerade g, durch (4]|4): g, (x) =k(x-4) + 4
steht senkrecht auf einer Gerade der Schar mit
f,(x) = ax + ./~16a, a<0, fiir k gilt dann: k = —% , g.(x)= —i (x-4) +4

2 . 8
f,(x) =-2-x + a, a>0, fiir k gilt dann: k = g ) g,(x) = i—g (x—4) + 4

c¢) Schnittpunkte (x;y,) von f, und g,: f,(x) = g,(x), je nach Term:
ax+./16a =-1(x-4) +4 = x,=zanfa) y  deirarsa)
a

1+a2

16 _ 16(a®-4a?+64 _ 4a(a®-16a+64)
22y +ta=16(x-4)+4 = x_ = =
16 a2( ) s at+256 s a%+256
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6 f,(x) =2x?-4ax+a?+4

a) A(1]3):f,(1)=3 = a?-4a+6=3 = (a-1)(a-3)=0

b)

d)

f)

g)

durch A gehn die Parabeln: f;(x) = 2x2 - 4x + 5, f3(x) =2x2 - 12x + 13
B(-1]2):f,(-1)=2 = a2+4a+6=2 = (a+2)2=0

durch B geht die Parabel: f 4(x) = 2x2 + 4x + 8.

durch C(1|1) geht keine Parabel.

Parabelpunkte auf der y-Achse (0|a2 + 4): alle von (0|4) an aufwirts

Nullstellen: 2x2 — 4ax + a2 + 4 =0, D = 16a2 - 8(a%+4) = 8(a2-4)
2fache Nullstellen: D=0 = a=%2,
fo(x) = 2x2 — 8x + 8 = 2(x — 2)2 mit 2 als 2facher Nullstelle

f o(x) = 2x2 + 8x + 8 = 2(x + 2)2 mit -2 als 2facher Nullstelle
1fache Nullstellen: D >0 = a2>4,|a[>2,a<-2oder2<a

x=azt —“’2(322‘4) keine Nullstellen im Bereich -2 < x < 2

Symmetrie im Koordinatensystem

Scharparabel a: f,(x) = 2x? — 4ax + a? + 4

Scharparabel u: f,(x) = 2x? — 4ux + u? + 4

Scharparabel a gespiegelt an der y-Achse: f,(-x) = 2x2 + 4ax + a2 + 4
Scharparabel a gespiegelt an der x-Achse: —f,(x) = 2x2 + 4ax — a%2 - 4
Scharparabel a gespiegelt am Ursprung: —f,(—x) = -2x2 — 4ax —a? -4
Symmetrie zur y-Achse ?

f,(—x)=f,(x): 2x2+4ax+a?+4=2x2-4ux+u?+4

4x(a+u) + (a%2-u?) =0 = (a+u) und (a%-u?) sind gleich 0 fir u = -a, zur
y-Achse symmetrische Schargeraden:

y=f,(x) =2x2-4ax+a?+4 und y=f ,(x) =2x?+4ax+a?+4
Symmetrie zur x-Achse und zum Ursprung ?

Fehlanzeige: alle Scharparabeln sind oben offen.

Waagrechtpunkte W, : f(x) = 4x — 4a = 4(x — a)

f(x)=0 = x=a,y=f,(a)=4-a2%, W,(al4-a?

Kurve der E_: w(x) = 4 — x2

Kurvenpunkte mit Steigung -2: f,(x) =-2 = 4(x—a) =-2
a=x+ % eingesetzt in Scharterm: y = s(x) = x2 - x + 17‘7
Die Kurve mit y = h(x) = 4 — 2x2 beriihrt jede Scharkurve,
wenn die Schnittstellen von h und f, mindestens 2fach sind
(oder die Diskriminante der Schnittgleichung gleich 0 ist).
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f,(x) = 2x2 — 4ax+a2+4 f,(x) = h(x):
2x2-4ax+a2+4=4- 2x2
-3  [-2] e A duxta?eO

s(x)=—x2—

= 2x-a)2=0=x= %a
ist 2fache Schnittstelle,
also Bertihrstelle
y=h(%a) =4 - %az
Beriihrpunkte Ba

B,(al4-La?)

Am x-Wert des Scheitels
erkennt man die Schar-
parabel.

X+1747 _ S\ w(x) = x2+4

7 f,x)=x%+ax+ %a2

a)

b)

A(211): £,(-2)=1 = la?-2a+4=1 = l(a?-4a+6)=0
keine Losung, keine Scharparabel geht durch A.

B(-2]2): f,(-2)=2 = l(a’-4a+4)=0 = 1(a-2)?=0
durch B geht die Scharparabel: fy(x) = x2 + 2x + 2

C(-2[4): £,(-2)=4 = l(a®-42)=0 = la(a-4)=0

durch C gehen die Scharparabeln: f,(x) = x2 + 4x + 8 und f;(x) = x2.

Parabelpunkte auf der y-Achse (0|a%/,): alle von (0|0) an aufwérts

Scharkurve mit Tangente y = t(x) = 2x + 2

die Vielfachheit der Schnittstellen von f,(x) und t(x) muss mindestens 2
sein; dann ist Diskriminante D der Schnittgleichung gleich 0:
f.(x)=tx) = x2+(a-2)x+1a2-2=0
D=(a-2)2-2a2+8=-(a%2+4a-12)=-(a+6)(a-2)

D = 0: die Schnittstellen sind Beriihrstellen: x =1- 2/, ,y=4-a
D=0: = a=-6oder a=2; die Tangente beriihrt

f 4(x) =x2 - 6x+ 18 in (4|10) und fy(x) = x2 + 2x+ 2 in (0]2).
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d) Schnittpunkt (x,|y,) zweier Scharkurven: f,(x) = f,(x)

x2 + ax + %a2= X2 + ux + %u2 = x(a—u) + %(a2—u2) =0] :(a-u)

X, =—1(a+w), ys=:(a%+u?)
e) Symmetrie im Koordinatensystem
Scharparabel a: f,(x) = x? + ax + %az

Scharparabel u: f, (x) = x2 + ux + %u2

Scharparabel a gespiegelt an der y-Achse: f,(—x) = x? — ax + %a2

Scharparabel a gespiegelt an der x-Achse: —f,(x) = —x? — ax - %a2

Scharparabel a gespiegelt am Ursprung: —f,(—x) = -x2 + ax — %a2
Symmetrie zur y-Achse ?

fo(x) =f,x): x?—ax+la?=x?+ux+Ju® = x(a+u) + 1 (u*-a? =0
(a+u) und (u2-a?) sind gleich 0 fiir u = —-a,
zur y-Achse symmetirische Scharparabeln:

y=f,(x) =x?+ax + Qaz und y=f ,(x) =x2-ax +

Symmetrie zur x-Achse und zum Ursprung ?
Fehlanzeige: alle Scharparabeln sind oben offen.

1

2
2&

f) Waagrechtpunkte (x|y,): f,(x) =2x + a

fix)=0 éxwz—%a, Vi = %az

f,(x) =0 = a=-2x eingesetzt in f,(x)

die Waagrechtpunkte liegen auf der Kurve mit y = f,(x) = x2
g) Kurvenpunkte mit Steigung 2

f)(x) =2 = a=2-2x eingesetzt in f,(x): y=1f4(x) =x% - 2x + 2

h) Ist Kurve mit y = h(x) = %xz Bertiihrkurve ?
die Schnittstellen von f,(x) = h(x) miissen mindestens 2fach sein
x2+ax +1a?2=1x2 = (x-a)2=0, Beriihrstelle x,= a, y = %a2

2% 72
Beriihrpunkt B, (al1a?) v
i) Bild rechts

N

it j\'.

(%)
fa(x) : ,

| ’ b " | |
~1 1

y=2x+2

=x?2 +ax+-a?
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8 f,(x) =x2+2ax+a’+a

a) A2/0): f,(2)=0 = a?+5a+4=0= (a+1)(a+4)=0

b)

oc)

d)

f)

g)

durch A gehn die Scharparabeln: f ;(x) = x2-2x und f ,(x)=x?-8x+12
B(0]0): f,(0)=0 = a2+a=0 = a(a+1)=0

durch B gehn die Scharparabeln: f ;(x) = x2—2x und fj,(x) = x2
C(-2/0): f,(-2)=0 = a?-3a+4=0 = keine Losung

durch C geht keine Scharparabel

Parabelpunkte auf der y-Achse (0|a2 + a)
aZ+a= (a+%)2 - }1, also —i ist der kleinste Wert von a2 + a

von (OI—}L) an aufwarts ist jeder y-Achsenpunkt auch Parabelpunkt.

Nullstellen: x2 + 2ax+ a2 +a=0,D =4a% — 4a2 — 4a=—-4a
D=0 = a=0, 2fache Nullstelle x=0

D>0 = a<0, 1fache Nullstellen x=—a + ./~a

D <0 = a> 0, keine Nullstelle

Schnittpunkt (x.|y,): f,(x) =f ,(x): x2+2ax+a?+a=x%-2ax+a%-a
4ax+2a=0 = st—%, ys=32+%

Scharkurven schneiden sich auf der y-Achse: a2 +a=u?+u
u?+u-a2-a=0, D=1+4a2+4a=(1+2a)?
u= ﬂ%, (u=a oder) u=-1-a

Symmetrie im Koordinatensystem

Scharparabel a: f,(x) =x2 + 2ax +a? + a

Scharparabel u: f (x) = x2 + 2ux + u?2 + u

Scharparabel a gespiegelt an der y-Achse: f,(-x) = x2 - 2ax +a?+a
Scharparabel a gespiegelt an der x-Achse: f,(x) =—x2-2ax-a?-a
Scharparabel a gespiegelt am Ursprung: —f,(-x) =-x2 + 2ax-a2-a
Symmetrie zur y-Achse ?

f(x) =f,(x): x2-2ax+a2+a=x2+2ux+u?+u

2x(u+a) + (u2-a?) + (u—-a) = 0 = keine Losung, keine Symmetrie
Symmetrie zur x-Achse und zum Ursprung ?

Fehlanzeige: alle Scharparabeln sind oben offen.

Waagrechtpunkte (x|y,): f,(x) = 2x + 2a = 2(x + a)

f,x)=0 = x,=-a,y,=2a

Kurve der Waagrechtpunkte: y = - x

f, ist eine Schar von Normalparabeln: spielt man am Parameter, dann
rutschen ihre Scheitel auf der Winkelhalbierenden y = —x,

beim Rutschen tliberstreichen die Parabeln ein Gebiet, das begrenzt ist
von einer Gerade, die parallel zu dieser Winkelhalbierenden sein muss,
also die Gleichung hat: y = h(x) = —x + t.
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Bestimmung von t so,
dass die Schnittstellen von £,

und h 2fach sind:
x2+2ax+a?+a=—x+t
x2+(2a+1)x+a2+a-t=0
D = (2a+1)2 - 4a2 — 4a + 4t

=1+4t
Bedingung:
D=0=t=- 4—1;
gemeinsame Tangente:
y=—=x-1

4

x2+2ax+aZ+a N\w(x) = —x

9 f,(x) = E%IXZ +a

a)

b)

1

Scharkurve a: f,(x) = 1x+a  Scharkurve u: f;(x) = 2x* +u

a
Scharkurve a gespiegelt an der y-Achse: f,(—x) = ixz +a
Scharkurve a gespiegelt an der x-Achse: —f,(x) = —§X2 -a

Scharkurve a gespiegelt am Ursprung: —f,(-x) = — % x2—-a

Symmetrie zur y-Achse ?
f (—x) =, (x): §x2 +a= %XQ +u = keine Losung fiir a # u,
kein Parabelpaar liegt symmetrisch zur y-Achse,

aber wegen f,(—x) = f,(x) ist jede Parabel symmetrisch zur y-Achse.

Symmetrie zur x-Achse ?

—f,(x) = f,(x): —%XQ —a= lllx2 +u = )(2(111 + %) +u+a)=0]-au
x2(a+u)+au(a+u) =0 also u=-a,

also Symmetrie zur x-Achse: f,(x) = %X2 +aundf  (x)=-1x2-a

Symmetrie zum Ursprung ?

(%) =f,(x): -1x2-a= %XQ +u (wie bei Symmetrie zur x-Achse)

a

also Symmetrie zur x-Achse: f,(x) = %xQ +aund f  (x) =- % x2-a

99

Nullstellen: i x2+a=0]-a = x2+a? =0, keine Losung, denn x2+a?ist

wegen a+0 immer positiv, keine Scharkurve trifft die x-Achse.

Schnittpunkt (x/|y,) zweier Scharparabeln: f,(x) = f, (x)
§x2 +a= %Xz +u|-au = x%2(u-a) - auu-a)=0

X, =*Jau, yy=a+u
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d) Waagrechtpunkte
Weil jede Scharparabel
symmetrisch zur y-Achse ist,
ist die y-Achse die Kurve,
auf der die Parabelscheitel liegen.

e) Ist y= h(x) = 2x Tangente ?
die Schnittstellen von f,(x) = h(x)
mussen mindestens 2fach sein:

§x2+a=2x| -a

x2—-2ax+a2=0 B, (-
(x—a)?2=0, also B,(a|2a)

f) Bertuhrpunkt B,(a|2a), |
Scheitel S,(0]a) )
Rechteckbreite = a,
Rechteckhohe =2a -a=a
das Rechteck ist ein Quadrat mit Inhalt a2.

10 f,(x) = %(X2—ax—§a2)

a) Symmetrie: f,(x) = %(x2 —ax— %a2) f,(x) = %(x2 —ux-— 2112)
Scharparabel a gespiegelt an der y-Achse: f,(-x) = %(x2 + ax—%aQ)

Scharparabel a gespiegelt an der x-Achse: —f,(x) = —%(x2 — ax—%az)

Scharparabel a gespiegelt am Ursprung: —f,(—x) = —%(x2 + ax—gaz)
Symmetrie zur y-Achse ?

f,(—x) =f,(x): %(x2+ax—§a2) = %(X2—ux—§u2)

x(a+u) — %(aQ—uQ) =0 = (a+u) und (a%2—u?) sind gleich 0 fiir u =-a,

zur y-Achse symmetrische Schargeraden:

y=f,x = %(Xz—aX—%aQ) und y =1 ,(x) =%(X2+ax—ga2)

alle Scharparabeln sind oben offen:
weder Symmetrie zur x-Achse noch zum Ursprung.
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b) Nullstellen: f,(x) =0 = x? - ax - %az =0, D=a?+ 3a2% = 4a2
D=0 = a=0:fy(x) =x? hat die 2fache Nullstelle 0
D>0= a+0:f(x)hat2 [0\l fu®) =5x2—ax—3a?)
1fache Nullstellen x = 31223
X=- %a und x = ga

¢) Schnittpunkt (x,|y,) zweier
Scharparabeln: f,(x) = f,(x)
X(a—U) + 2(&2—112) =0 _1,5
Xg=— % (a+u):
Vs = % (3a2 + 10au + 3u?)
d) Schnittpunkt von f,(x)
und f ,,(x): in ¢) u durch
—2a ersetzen -2,5
_ 15

_3 _ 2
Xs=358,¥s=— 35a%

a eliminieren: y,=-2x.

e) Kurve der Scheitel:

fi(x)=0
2x—-a=0 = a=2x
eingesetzt in f,(x): -3,
y = w(x) = 2x2

f) Isty=h(x)= §X2 Bertiihrkurve,
so miissen die Schnitt-

stellen von h(x) und f,(x)

mindestens 2fache
Vielfachheit haben
f,(x) = h(x):

%(X2—ax—§a2) = %Xz
(2x+3a)? = 0, also Beriihrung
Bertthrpunkt B, (- % al % a?)

11 f,(x) = 1—12)(()(—a)2 = 1—12(x3—2ax2+a2x)

=1

a) Symmetrie: f,(x) =

(x3-2ax2+a?x) f,(x)= Iié(x3 —2ux? +u?x)
Scharkurve a gespiegelt an der y-Achse: f,(-x) = 1—12(—X3—23X2—a2X)

Scharkurve a gespiegelt an der x-Achse: —fa(x):—%(x3 —2ax?+a2x)

1

= 55(x3+2ax?+a%x)

Scharkurve a gespiegelt am Ursprung: —f,(—x)
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Symmetrie zur y-Achse ?

f,(-x) =f,(x): %(—X3—2ax2—azx) = 1—12()(3—2ux2 +u?x)

2x3-2(u-a)x?2 + (u2+a?)x = 0, keine Identitat herstellbar: bei x3 steht
kein Faktor, der 0 werden konnte, also keine Symmetrie zur y-Achse
Symmetrie zur x-Achse ?

—f,(x) =f (x): - ﬁ(x3 —2ax?2+a2x) = 1—12(x3 —2ux?+u2x)
2x3-2(u+a)x? + (u2+a?)x = 0, keine Identitat herstellbar: bei x3 steht
kein Faktor, der 0 werden konnte, also keine Symmetrie zur x-Achse
Symmetrie zum Ursprung"

—f,(—x) = f,(x): x3 +2ax2+a?x) = (x3 2ux?+u?x)

2(a+u)x? + (a2—u2)x = 0, Identitat, falls u=-a

Symmetrie zum Ursprung: f,(x)= 1—12x(x— a)? und f ,(x)= I%x(x +a)2
Waagrechtpunkte W(x,|y.,): f,(x) =

3x2—4ax+a?=0, D=16a%-12a%?=4a?, x = {(4a=2a)

X,, = 4, ¥, = 0, also liegen auf der x-Achse Waagrechtpunkte W, (a|0)
X, = %a, Vi = 8—1a3 Wz( | a3), Kurve der Wo:y = w(x) = %x?’
Art der Waagrechtpunkte

f,'(x) = L(6x-4a) = 1(3x-2a)

W,(al0): f,'(a) = %a =0 = a =0, Ursprung ist Terrassenpunkt von f;
W,(al0): f,'(a) = %a >0 = a> 0, Tiefpunkte auf der pos. x-Achse
W,(al0): f,'(a) = éa <0 = a <0, Hochpunkte auf der neg. x-Achse
Wz(% aly.,): fa"(% a)=— %a >0 = a<0,

W, links von der y-Achse sind Tiefpunkte

Wz(% aly.,): fa"(% a)=— %a <0 = a>0,

W, rechts von der y-Achse sind Hochpunkte

Flachpunkte F(x¢|ye): f;(x) =0 = x¢=2 2a F(2a|162 3)

die Flachpunkte sind Wendepunkte, sie hegen auf y = u(x) = Lx3

48
Schar t, der Wendetangenten

Steigung im Wendepunkt F(2a a|a%):m, =1 a(2a)=- oo

1.3 _ 1 2.2 2 .3
Ansatz: t,(x) =m,x +¢, = pa’=-ga’fatc,= c,=5a
t,(x) = ——a2X+821a3
Die Winkelhalbierende des 2. und 4. Quadranten y = —x hat die
Steigung -1, also muss sein m, = - 3—16312 =-1= a=16

Wendetangenten: t,4(x) =—x £ %
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f) Nullstelle einer Wendetangente: t,(x) =0 = x= ga
Bedingung: % X-Cy =72

1,.85.2,3 _ 8 a4_ _
5 52 52 =72 = 729a—72$a—19
-3/ 0]

y 12

FING

g) Schnittpunkte von f, und f,_5:
fo(x) = f:5(x)
1—121(()(—a)2 = 1—12)(()(—a—3)2
x=0,y=0
1—12)((x—a)2 = 1—12X(X—a—3)2
|x—a| =|x-a-3|, firx+0
Xx-a=*(x-a-3)
Xx—a=x-a-3 oder
X —a=-X+a + 3, brauchbar ist
nurx—-a=-x+a+3

_ 3 v_ 3
X=a+3 y—3—2(2a+3)

2 Y
Kurve der Schnittpunkte von

[-12] [-9] [=6] [=3] [o] 12] faundfa+3:y=§-sx
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12 f,(x) = }(x?-3ax?+3a?x—12x)
a) Symmetrie im Koordinatensystem
f,(x) = %(X?’ —3ux?2+3u?x-12x)
Kurve a gespiegelt an der y-Achse: f,(-x) = %(—X3—3aX2—332X+ 12x)
Kurve a gespiegelt an der x-Achse: —fa(x)z—%(x3 —3ax2+3a2x-12x)
Kurve a gespiegelt am Ursprung: —f,(—x) = %(x3 +3ax?+3a2x—-12x)
Symmetrie zur y-Achse ?
f,(—x) =f,(x): %(—X3—3ax2—3a2x +12x) = %(x3 —3ux?+3u?x-12x)
2x3-3(u-a)x?2 + 3(u2+a?)x = 0, keine Identitat herstellbar: bei x3 steht
kein Faktor, der 0 werden konnte, also keine Symmetrie zur y-Achse
Symmetrie zur x-Achse ?
—f,(x) =f,(x): - %(XS -3ax?+3a2x-12x) = %(XS —3ux?+3u2x-12x)
2x3-3(u+a)x?2 + 3(u2+a?)x = 0, keine Identitat herstellbar: bei x3 steht
kein Faktor, der 0 werden konnte, also keine Symmetrie zur x-Achse
Symmetrie zum Ursprung ?
—f,(—x) = (x): %(X?’ +3ax2+3a2x-12x) = %(X?’ —3ux?2+3u2x-12x)
3(a+u)x2 + 3(a2—u?)x = 0, Identitat, falls u=-a
Symmetrie zum Ursprung: f,(x) und f ,(x).

b) Nullstellen: f,(x) =0 = %x(x2—3ax+ 3a2-12) =0=x=0 (1fach)

oder x2-3ax+3a2-12 =0, D =9a% - 4(3a2 - 12) = 3(16-a?)
D=0, a2=16 = a=+4, 2fache Nullstellen x = %a

f,(x) = %x(x—6)2 hat auch die 2fache Nullstelle 6
f(x)= %x(x+6)2 hat auch die 2fache Nullstelle —6

D <0, a2> 16 = a<—4 oder a>4, auller x=0 keine Nullstelle
D >0, a%2< 16 = —-4<a<4, neben x=0 noch zwei 1fache Nullstellen

X = 3a=+,/3(16-a?)
2
c¢) Waagrechtpunkte W: f,(x) = g(x2—2ax+a2—4) =0,D=16
x=22% = x, =a+2 oder x_ =a-2
f"(x) = %(x —a); f,'(x,) = % >0 = x, ist x-Wert der Tiefpunkte

a
Kurve der Tiefpunkte (a+2| % (a+2)(a?-2a-8):y = w,(x) = %xz(x—G)
Kurve der Hochpunkte (a—2| % (a+2)(a%+2a-8): y=w_(x) =
d) Kurve der Flachpunkte: f,"(x) = %(x —a)=0
x = a eingesetzt in f,(x): y=u(x) = %x(x2—12)

f'(x )= —g <0 = x_ist x-Wert der Hochpunkte
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e) y=h(x) = ist Beruihrkurve, wenn die Schnittstellen von
f,(x)=h(x) mindestens 2fach sind %X(X2—33X+ 3a2-12) = 3%X(X2—48)
3x3-12ax2+12a?x = 0 = 3x(x2-4ax+4a2)=0
3x(x-2a)2=0, x = 2a ist 2fache Schnittstelle, also Ba(2a|%a(a2—12))

y 0]
I H

f,(x)= %x(x2—3ax+ 3a2-12)
Hochpunkte: w.(x)=f o(x)= %XQ (x+6)
Tiefpunkte: w,(x) = f5(x) = %X2 (x-6)
Flachpunkte: u(x)=f(x)= %x(x2 -12)

Beriihrkurve: h(x)= 3% x(x2-48)

. [
Q
¢" g
o ‘e,
o .
o °
RS
o

\

°® T-10
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13 f,(x) =

a)

b)

d)

Symmetrie im Koordinatensystem

f,(x) = %(3X4—U_X3 +3ux?)

Kurve a gespiegelt an der y-Achse: f,(-x) = 8—11(3X4 +ax3 +3ax?)
Kurve a gespiegelt an der x-Achse: —f,(x)=— 8—11(3X4—ax3 +3ax?)
Kurve a gespiegelt am Ursprung: —f,(—x) = - g%(3x4+ ax3+3ax?)
Symmetrie zur y-Achse ?

f,(—x) =f,(x): 8—11(3)(4 +ax3+3ax?) = glz(3x4—ux3 +3ux?)

= (a+u)x3 + 3(a—w)x? = 0, keine Identitit herstellbar,

also keine Symmetrie zur y-Achse.

Symmetrie zur x-Achse ?

—f,(x) =f,(x): - 8i1(3x4— ax3+3ax?) = 8—11(3X4—U.X3 +3ux?)

= 6x*-(u+a)x? + 3(u+a)x2 = 0, keine Identitét herstellbar,

also keine Symmetrie zur x-Achse.

Symmetrie zum Ursprung ?

—f,(x) =1 (x): - 8—11(3)(4 +ax3+3ax?) = 8—11(3x4—ux3 +3ux?2)

= 6x%*—(u-a)x3 + 3(u+a)x? = 0, keine Identitit herstellbar,

also keine Symmetrie zuUrsprung.

Nullstellen: f,(x) = 8—11(3}(4— ax3+3ax2) = 8—11 x43x2-ax+3a) =0
x = ( ist 2fache Nullstelle

3x2-ax+3a=0, D=2a%-36a=a(a-36)

D=0 = a=0 oder a=36 : 2fache Nullstellen von f,(x) und f55(x)
fo(x) = 2i7X4 mit 0 als 4facher Nullstelle

fy5(x) = 2—17x2(x— 6)2 mit 0 und 6 als 2fache Nullstellen

D <0 = 0<a<36: auller x=0 keine weiteren Nullstellen

D >0 = a<0 oder 36<a: auller x=0 zwei 1fache Nullstellen:
X = a::[a6ia—36}

Schnitte von f,(x) und f (x): f,(x) = f,(x) = x=0, y=0; aullerdem:
3x2-ax+3a=3x2-ux+3u = x(a-u) =3(a-u) = x=3,y=3
Waagrechtpunkte W: f(x) = 2—17)((4);2 —ax+2a)=0

x = 0 1st Waagrechtstelle

4x2 —ax+2a=0, D=a2-32a=a(a-32)

D=0 = a=0 oder a=32:

die 2fachen Waagrechtstellen 2/g von f,(x) und f34(x)

D <0 = 0<a<32: auller x=0 keine weiteren Waagrechtstellen
D >0 = a<O0 oder 32<a: auller x=0 noch Waagrechtstellen

X = ax./a(a—32)
8
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Kurve der Waagrechtpunkte: 4x2 — ax + 2a =0

= 4x2 g i ‘= _ x*6-x)
a = 2% eingesetzt in f,(x) :y=w(x) = S109)

e) Flachpunkte F: f,'(x) = %(6X2—ax+a)= 0
6x2-ax+a=0, D=a2-24a=a(a-24)
D =0 = a=0 oder a=24: 2fache Flachstellen von f;(x) und fy,(x)

X = 2/,5 sind keine Wendestellen
(0]0) von f, ist Tiefpunkt und Flachpunkt
(2/16/4) von f,, ist Flachpunkt, aber kein Wendepunkt

Kurve der Flachpunkte: 6x2-ax+a=0 = a= fTXj eingesetzt in f,(x) :
y=ulx) = }2(;()5;:)1()

[0] [24]

[—12] [=8] =4/ [0]

x4(6—x)
81(x-2) i

w(x) =

x4(5-x)
27(x-1)

e @

;u(X) -

f,(x) = 8—11X2(3X2—aX+ 3a)
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VI.Technik des Ableitens

Verlangte Definitionsmengen sind nur dann angegeben, wenn sie von IR abweichen.
n steht fiir eine natiirliche Zahl, z fiir eine ganze Zahl.

01

02

Berechne die Grenzwerte fiir x— 0 und verwende dabei hm SINX _ 4
X sin2x sinx s1n2x sin2x
a) — b c) =2 e) =
) sinx ) 2x ) 2x ) ) sin3x
£ tanx tanx tan2x o tan2x—sin3x
) sinx g) X ) sinx ) sin4x
Es geht hier blof3 darum, die Ausdriicke so umzuformen,
dass Muster von Sinlirgendwas) oppoiehn
irgendwas
a) lim X =lim - =—1 _-1_4
x—0 SINX x50 SINX 1}y, sinx 1
X x>0 X
b) lim sin2x _ lim sin2x _ 1
x—0 2x 2x%—0 2x
sinx _ 1. sinx _ 1
© lm o =2im="=3
. sIn2x _ 2. sin2x _ 2
d) lim === slim == =3
sin2x | sin2x lim Sin2x
e) im sin2x = lim 2x 2x th 2x  _ 2x-0 2x — 2.1 — 2
x—0 sin3x  x—0 Sin3x ., 3x 3 x50 sin3x Shm sind3x 3 1 3
3x 3x x>0 93X
sinx
£) lim B0X _ Jipy cosx _jipy 1 _1_ ¢
x—>0 SInX x50 SInX x>0 cosx 1
sinx .
g) lim DX _ Jip €% _ Jipyy (30X, 1 ) jipy SN, 1402
x—0 X x—-0 X x—=0 X COSX x-0 X x—(0 COSX
h) llm tan2x m (tanZX 2X 21 m (tan2x ) — 2 1 1 — 2
x=>0 SINX  x»0 @ 2X sinx 50 @ 2x  sinx
tan2x | _ sm3x . tan2x gsindx
l) im tan2x-sin3x = lim 2x 2x 3x 3X = lim 2 2x 3x _2-3_-1
x>0 sin4x x—0 Sindx , g« x>0 4 8indx 4 4
4x 4x

Gegeben ist ein Funktionsterm f(x). Bestimme f'(x) sowie D ., und D¢ .

a) x./x,xz0 (x,/x)' = nx"- 1J§+Xn2[, x>0

b) x"sinx (x"sinx) = nx™1sinx + x"cosx

c) x"cosx (x"cosx) = nx*1cosx — x"sinx

d) x"tanx, x+3(2z+1) (x"tanx) = nx™1tanx + x"(1+(tanx)?),

x*35(2z+1)
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e) ./xsinx,x=0 (Jxsinx)' = - smx + . J/x cosx, x>0
f) ./xcosx,xz0 (Jx cosx)' = = cosx—ﬁ sinx, x>0
g) J/xtanx,xZ0 A x+J(2n-1); (Jx tanx) = ﬁtanx+&(1+(tanx)2),

x>0 A x*3(2n-1)
h) sinx cosx (sinx cosx)' = (cosx)2 — (sinx)2
i) sinx tanx, x+3(2z+1)
(sinx tanx) = cosx-tanx + sinx- (1+(tanx)?) = (2+(tanx)?)sinx
j) cosx tanx, x+%(2z+1)

(cosx tanx) = —sinx-tanx + cosx - (1+(tanx)?)

Gegeben ist ein Funktionsterm f(x). Bestimme f'(x) sowie D ., und D .

a) ((2x-1)(x2-2x-1))' = 2(x2-2x-1)+(2x-1)(2x-2) = 2x(3x-5)

b) (1-x)(x3-3)(x2+x+1)) =
=-1(x3-3)(xZ+x+1)+(1-x)3x2(x2+x+1)+(1-x)(x3-3)(2x+1)
= 6x2(2-x3)

c) (2x-2x3)./x,x20

((2X—2X3),\/)_()' = (2_6X2)«/§+(2X—2X3)# — X(2—6)f/2_)+X—X3 _
X X

_Lii_fgx_“‘) (3-7x2)./x, x>0

d) 2x(x+2)(x-3)/x,x20
(2x(x+2)(x—3)/x)' = 2((x*—x2— 6x)./x) =

= 2(3X2_2X—6)ﬁ+2(X3—X2—6x)# _ X(7X21/§x—18)
X X

= (7x2-5x-18),/x = (7Tx+9)(x-2)./x, x>0

Gegeben ist ein Funktionsterm f(x). Bestimme f'(x) sowie D¢, ., und Dy .

/\/)_(.nxn—i__)én_

a) X x>0 (X—n> = 2/x _ 2xnx""!oxt _ (2n-1)xn-t
Jx’ Jx X X-2./% 2./x
n n ' n-1g; _xh,
b) X , X+ZT (x ) _ DX sm'x X" cosx
sinx’ sinx (sinx)?2
n ' -1 L
c) X:.:J'E(ZZ 1) ( X ) _ hx"~cosx+x"-sinx
cosx’ COSX (cosx)?
n n \° -1 _ N, 2
d) X ,X#%‘-z ( X ) _ nx"~*tanx—x"-(1 +(tanx)“)
tanx tanx (tanx)?2
o sinX_ Yecosx .
e) =X x>0 A x+nm ( ﬁ) =2k _ sinx+2xcosx
sinx’ sinx (sinx) 2./x(sinx)
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COSX

£) X x0nxeien-1) () -2 T concdxsing

coSX COSX (cosx)2  2./x(cosx)?
tanx )
Jx x R\ g TE( (anx)?) _ tanx—2x (1 + (tanx)?)
g =X ,x>0 A x#5n
tanx tanx (tanx)?2 2./x(tanx )2
h) sinx o .mw <sinx>' _ <sinx- cosx)' = (cosx)' = —sinx
tanx’ = 2 tanx sinx
j) CoSX y.m, <c0sx>' _ ((cosx)2)' _ —2cosx - (sinx)?—(cosx)3 _
tanx = 2 tanx sinx (sinx)?2
_ —2(cosx)(1-(cosx)?)—(cosx)3 _ —2(cosx)+(cosx)3 _
(sinx)?2 (sinx)2
_ (cosx)((cosx)?—2)
(sinx)?2
—q] . — . 1 sinx
anderer Weg: <COSX>' S o o (cosx? _ 5% osx OSXTT
tanx (tanx)?2 (802 005 %
COSX
_ —(sinx)2-1
sinx - tanx

Gegeben ist ein Funktionsterm f(x). Bestimme f'(x) sowie D¢, ., und Dy .

a) 1-x (1—X>' _ B+xH)(-1)-(1-x)2x _ x2-2x-3 _ (x+1)(x-3)
3 +x2 3 +x2 (3 +x2)2 (3 +x2)2 (3 +x2)2
x2-5\' _ 3-x)(2x)-(x2-5)(-1) _ —(x2-6x+5) _ (x-1)(x-5)
b) = 3_ x+3 (3—x> (3_x)2 (3_x)? (3-x)2
x2+2x+2 _ x2+2x+2 _
©) x2+2x+1  (x+1)2 » x+-1
<X2+2x+2>' _ (x2+2x+1)(2x+2) - (x2+2x+2)(2x+2) _ _ -2
x2+2x+1 (x+1)4 (x+1)3
d) (X—Z)(xi;8x+12),x¢0
(x—2)(x2-8x+12)\"' _ x2(1(x2-8x+12)+(x—-2)(2x—8)) - (x—2)(x2-8x+12)2x
(R = i
x2((x-2)(x=6)+(x-2)(2x-8))— (x— 2)(x —2)(x — 6)2x
4
X
x(x—6+2x—8)){;(x—2)(x—6)2(x_Z)X _ 3x2-14x- (3:;2 16x+24)(X 2) =
X2+2)3( 24(X 2) = (x+6)(x—32)(x—4),X4=0
X X

X+5
e) x+2)(1-3x)’

X+-2 A X+ %
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( x+5 )':(x+2)(1—3x)—(x+5)((1—3X)—3(x+2)):
(x+2)(1-3%) (x+2)(1-3x%))2

_ (2-5x-3x?)—(x+5)(-5-6x) _ 2-5x—3x2—(-25-35x-6x2) _
((x+2)(1-3x))? ((x+2)(1-3x))2
_ 27+30x+3x2 _ 3(x2+10x+9) _ 3(x+9)(x+1)

T ((x+2)(1-3x))2 " ((x+2)(1-3x))2  ((x+2)(1-3x))2

2x2-6x
f) 5 , x>0
_ _9(x2_3x)—L
<2x2—6x>' 1 2(2x-3)./x-2(x X5k _1.2(2x-3)x—(x2-3x) _
_12(2x-3)-(x-3) _ 1 4x-6-x+3 _ x-1
3 Jx 3 Jx Jx
g 1 x50
1 = _
(/\/)_(_1>| _ Xé—:—/)—;_’\/}_("'i _ '\/)_( '\/}_( /\/)—( 2(/\/)_( 1) _ /\/)—(_2/\/)—(_'_2 _ 2_/\/)—(
X x2 2x2 2x2 2x2
h) ol fx-t 1
X

-1 7 (R-D(&k+1)  Jxel
' >0 andrer Weg:

( 1 >= -1 <
Jx+1) o 2.0x(Jx+1)?
(x-1)=1—(Jx-1)

111

(@> _ 2./x _x-1-2./x(Jx-1) _ -x+2./x-1 _
x-1 (x-1)2 2./x-(x-1)2 2./x-(x-1)?
_ —(x-2./x+1) _ —(J/x-1)2 _ —1
2/x(x-1)2  2./x((Jx-1)(Jx+1)?2  2./x-(Jx+1)2
6
b gesucht: Schachtelterm f(x) und D¢,

SEEEDER 1 ) b) c) d) e) f)
p(x)=x | P(P(X) p(wx)  p(b(x) p(s(x)) p(c(x)) p(t(x))
wx) = /x | WPE wwx) whx) wekx) wekx) wtx)
b(x) = |x| | b(PX) b(w(x))  b(b(x)) b(s(x)) b(c(x)) b(t(x))
s(x) =sinx | s(p(x)) s(w(x)  s(b(x)) s(s(x)) s(c(x)) s(t(x))
c(x) =cosx | c(p(x)) c(w(x)  c(bx) c(s(x)) c(c(x)) c(t(x))
t(x) =tanx | t(p(x)) t(w(x)) t(b(x)) t(s(x)) t(c(x)) t(t(x))
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7 Leite die Schachtelterme in 6 ab und bestimme Dy .

Losungen von Aufgabe 6 und 7:

Motto: Kettenregel nur dann, wenns anders nicht geht oder zu schwierig ist.

=p(p(x) = (x")» = x*
Jx8
n ungerade: x=0

f(x) = b(p(x))

n gerade: f(x) = x»

a) £(x)
£ = w(p(x) =

=|x"|

n ungerade: f(x) = | x|

f(x) = s(p(x)) = sin(x")
f(x) = c(p(x)) = cos(x")

f'(x) = n2xn*-1
"v) = - ' . yn-1_ 1 /on
f'(x) = Py X 2XJX_

n gerade: x+0, sonst x>0

f(

f'(x) = sgn|xn| nx™1 x+0
f'(x) = cos(x") nx"*
f'(

f'(x) = —s1n(x“) nxn1

x) = nx™1

f(x) = t(p(x)) = tan(x"), x+X(2z+1)  f'(x) = (:(i;z

b) () = p(w(x)) = ()", x20 fl() = B = 24, 30
_ wilw(x > ) - 1.1 1

f(x) = w(w(x)) = J/J/x, x20 f'(x) WA >0

f(x) =bWwX) = |/x| = J/x, x20 fi(x) = 2%_( x>0

f(x) = s(w(x)) = sin./x, x=0 f'(x) = cos./x

f(x) = ¢(w(x)) = cos./x, x=0 f'(x) = —sin./x

f(x) = tw(®) = tan/x, x+3 @n-1);  Fl)=——— ﬁ((cj)s i ,x>0 A x+2(2n-1)
c) f(x) =p(b(x) =[x

n gerade: f(x) = x*f'(x) = nx™1

n ungerade: f(x) = | x|" f'(x) = n|x|"~1-sgnx, x+0

f(x) = w(b(x)) = Jx] f'(x) = 2%@ . sgnx, x+0

f(x) =b(b(x)) = [[x]| = |x| f'(x) = sgnx, x+0

f(x) = s(b(x)) = sin| x| f'(x) = cos|x|-sgnx, x+0

f(x) = c¢(b(x)) = cos| x| f'(x) = —sin | x| -sgnx, x+0

f(x) = t(b(x)) = tan|x|, x+Z (2z 1) f'(x) = (czilnxxl)z’ x>0 A X=I=%(2Z—1)
d) f(x) = p(s(x)) (sinx)™ f'(x) = n(sinx)™ 1. cosx

f(x) = w(s(x)) = ./sinx, 2(n-1)r =x = (2n-1)n
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)—b

o\ COSX 3 B
(x) = N ,2n-1)rt<x < (2n-1)7w

f(x) = b(s(x)) = | sinx| f'(x) = sgn(sinx) - cosx, X+zm
f(x) = s(s(x)) = sin(sinx) f'(x) = cos(sinx) - cosx
f(x) = ¢(s(x)) = cos(sinx) f'(x) = —sin(sinx) - cosx
f(x) = t(s(x)) = tan(sinx), sinx +Z (2z-1)
f'(x) = (E(;fé—fzx—»z , sinx 2 (2z-1)
e) f(x) = p(c(x)) = (cosx)™ f'(x) = -n(cosx)™1.sinx

f(x) = w(e(x)) = JJeosx, L (2z 1)=x=z (2z+1)
f(x) = 50X %(27-1) <x < 3 (2z+1)

2. Jcosx’ 2
f(x) = b(c(x)) = | cosx| f'(x) = —sgn(cosx)-sinx, X+ (2z-1)
f(x) = s(c(x)) = sin(cosx) f'(x) = —cos(cosx) - sinx
f(x) = c(c(x)) = cos(cosx) f'(x) = sin(cosx) -sinx
f(x) = t(c(x)) = tan(cosx), cosx +2 (2z-1)
f'(x) = (cos_(sciﬁ , cosx *7(2z-1)
f) f(x) = p(t(x)) = (tanx)™, X+ (2z-1) f'(x) = :j‘:%x);i , X7 (2z—1)
f(x) = w(t(x)) = Jtanx, 2(n-1)t = x < x+T (Zn 1)
fix) = mei(cosx)z, 2(n-1)m<x<x+1(2n-1)

f(x) = b(t(x)) = |tanx|, x*Z (22 1);

f'(x) = Sen(tanx) o ¢ A x+2 2(2z-1)

(cosx)2 ’
f(x) = s(t(x)) = sin(tanx), x+ (2z-1) f(x) = cosltanx) 'y . (9z1)
2 (cosx)?2 2
f(x) = c(t(x)) = cos(tanx), x+2 (2z-1) f(x) = =Sintanx) o, 7 (95-1)
(cosx)?2 2
f(x) = t(t(x)) = tan(tanx), tanx + Z (22 1);
oy 1 _——
f(x) = (eos(an Pl eoss)?” X+ (2z-1) A tanx # (2z 1)
8 2.Ableitungen der Grundfunktionen:
p(x) = x» p'(x) = nxn-! P00 = n(n- 1)z
_ | _ i n _
W(X) - ’\/)_{ W(X) - 2/\/)—( (X) 4X,\/_
b(x) = |x| b'(x) = sgnx, x+0 b"(x) = 0, x+*0
s(x) = sinx s(x) = cosx s'(x) = —sinx
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c(x) = cosx ¢(x) = —sinx ¢'(x) = —cosx
_ wey _ 2sinx
t(x) = tanx tx) = (cosx)2 £ = (cosx)3

®) ()] =n)r-x) b ] =5TeL
c) (sin(f(x))) = cos(f(x))-f'(x)

a) [f(2x)] =f'(2x)-2 b) [f(x+2)] =f'(x+2)

¢) [f(x")] = f'(x") nx-1 d) [f(5)] =105 5=

e) [f(|x])] =f'(]x])-sgnx f) [f(cosx)] = f'(cosx):(—sinx)

a) [f(x+H(1))] =1'(x+(1)) b) [f(xH(x))] = '(x+(x)) - (1+f'(x))
¢) [fxfx))]=fxfx) (x)+xf'(x)  d) [f{x)] =X)L

e) [fx?)] =f(x?-2x f) [(f®)?] =2f(x)f'(x)

Welche Symmetrie zum Koordinatensystem hat G, falls

a) f(x)="f(-x) f'(x) = f'(~x)-(-1) = —f'(=x), also Symmetrie zu O
b) f(x) =-f(—=x) f'(x) = —f'(—x)-(-1) = f'(=x), also Symmetrie zu x=0

Bei einer Verkettung sei die Kurve der inneren Funktion
a) symmetrisch zur y-Achse b) symmetrisch zum Ursprung.

Untersuche, welche Symmetrie-Eigenschaften die Aullere Funktion haben
muss, wenn die Kurve der verketteten Funktion symmetrisch zum Koordi-
natensystem sein soll.
Term der duBeren Funktion a(x), Term der inneren Funktion i(x),
Schachtelterm: v(x) = a(i(x))
a) Symmetrie zur y-Achse: i(-x) = i(x)
v(=x) = a(i(x)) = a(i(x)) = v(x)
die aullere Funktion kann ganz beliebig sein,
die Verkettungskurve ist immer symmetrisch zur y-Achse.
b) Symmetrie zum Ursprung: i(—x) = —-i(x)
v(x) = a(i(-x)) = a(-i(x))
jetzt geht die Symmetrie-Eigenschaft von a tiber auf v:
hat G, keine Symmetrie, dann hat auch G, keine Symmetrie
ist G, symmetrisch zum Ursprung, dann ist auch G,, symmetr. zu O
ist G, symmetrisch zur y-Achse, dann ist auch G, symmetr. zu x=0.

a) [(sin(3x2+2x))3] = 3(sin(3x2+2x))2-cos(3x2+2x)-(6x+2)

—sin(.J/x) .
b / ' 2& _ —sm(ﬁ)
) [eos(yx)] = 2.Jcos(J/x 4,/xcos(/X)
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c) [A/ Jx4+3] = L L. 4x3

ZJJJX +3 2«/«/}( +3 2«/X +3

f(x) = x10 g(x) = x2-x h(x) = cosx
v(x) = f(g(h(x))) = ((cosx)? - cosx)*?
v'(x) = 10((cosx)2—cosx)?(2cosx - (—sinx) + sinx)
v'(x) = 10((cosx)2 - cosx)?(1-2cosx)sinx
v(x) = f(h(g(x))) = (cos(x2-x))*°
v'(x) = 10(-sin(x2-x)- (2x-1))?
v(x) = g(f(h(x))) = ((cosx)10)2 —(cosx)10 = (cosx)20—(cosx)10
v'(x) = 20(cosx)19(—sinx)-10(cosx)?(—sinx)
v'(x) = 10((cosx)?—2(cosx)19)sinx
v(x) = g(h(f(x))) = (cos(x9))2 - cos(x1?)
v'(x) = 2(-sin((x19)- 10x2))? + sin(x19) - 10x?
v(x) = h(g(f(x))) = cos((x19)?-x1%) = cos(x20-x10)
v'(x) = —sin(x20-x10) - (20x19-10x?) = —-10x9(2x10—1)sin(x20 - x10)
v(x) = h(f(g(x))) = cos((x2-x)1?)
v'(x) = —sin((x2-x)19)- 10(x2-x)?- (2x-1)
v'(x) = -10x9(x-1)2(2x-1)sin((x2-x)10)
f(x) = Jx g(x) =x2+1 h(x) = tanx
v(x) = fah) = J(tanx et = [ = A xer90)
v(x) = SER(EOSEL sl - ‘(_') - A x +1(22-0)
v(x) =f(h(gx))) = Jtan(x2+1),zn=x2+1 < T (22+1)
Jzm—1 =[x|< /g(Zz+ 1)-1
v'(x) = ey X(COS(X TR Jzn—1 <[x|< [5(2z+1)-1
v(x) = g(f(h(x))) = (/tanx)?+1 = tanx+1, (n-1)t=x < ¥ (211 1)
v'(x) = (C01 o ,(n-1)r<x<? (211 1)
v(x) = g(h(f(®)) = (tan/x)2+1,x20 A x* ((2n-1))?
v'(x) = ﬁtizﬁ;ﬁ , x>0 A x# (3(2n- 1))?
v(x) = h(g(f(x))) = tan((J/x)?+1) = tan(x+1),x20 A x = 5(2n-1)-1
V(%) = m x20 A X+ X(2n-1)-1
v(x) =h(f(g(x))) = tanJx2+1, /x2+1 + (2n-1), [x]+ [(Z(2n-1))*-1
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v'(x) =
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X T2n-1))2-1
(cosA/xz+1)2A/xz+1’|X|=.= “/(2( n-1))

*17 Bestimme die ersten 3 Ableitungen und gib dann die 100. Ableitung an.

_ 1 oy —1 w2
a) f(x)= -1 f'(x) = ——_(x—1)2 f'(x) = (——_X_i)3
() — _I(=D" _ 100!
£0)(x) = ﬁ £(100) (%) = Py
1 oy =2 wey_ 6
b) f(X) - (X—1)2 f(X) - (X—1)3 f (X) - (X—1)4
(v _ (n+DI(=1)n _ 101!
() = (LR R

Y

Gemeinsame Tangente

ten Rechtecks.

:18 : z\}y
' /Q
7/
B

Sehnen mit p und Radien ausdriicken % =Tr-cosu

kurze Sehne s = 2rcosp lange Sehne S = 2Rcosp
Rechteck-Diagonale d =S — r = 2(R-r)cosp
waagrechte Rechteckseite w = dsinp

senkrechte Rechteckseite v = dcosp
Rechteckflache

F(n) = wv = d2sinpcosp = 4(R-r)2 (cosp)2 sinp.cosp
F(n) =4(R-r)2 (cosp)3 sinp

Grenzfille F(0°) = F(90°) = 0, absolute Minima

also ist abs. Maximum zu erwarten fir 0°<p<90°
F'(n) = 4(R-r)2 (3(cosp)2 (—sinp) sinp + (cosp)3 cosp)
F'(W) = 4(R-1)? ((cosp)*~ 3(cosp)? (sinp)?)

F'(n) = 0= (cosp)*— 3(cosp)2 (sinp)2=0

(cosp)? ((cosp)? - 3(sinp)?) = 0

wegen (cosp)? +0 = (cosp)2 = 3(sinp)? | :(cosp)?

(tanp)? = % = p=30°

F(30°) = 3./3(R )2
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1" _ _6
£7(x) = (x—1)4
" _ _24

(X) - (X—1)5

Durch den Beriihrpunkt B zweier Kreise
mit den Radien r und R gehen Geraden.
Die Punkte P und Q, in denen eine
Gerade beide Kreise schneidet sind
Gegenecken eines Rechtecks; 2 Seiten
eines solchen Rechtecks sind parallel zur
gemeinsamen Tangente der Kreise.
Bestimme den Flacheninhalt des grof3-

Wie grof3 ist dann der Winkel p ?
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*19 Die 4 Ecken eines Rechtecks mit den Seiten a und b sollen liber eine mog-
lichst kurze Rohrleitung miteinander verbunden werden.

Kiirzeste Leitung

a) Berechne die Linge dieser Leitung und den

S — o Winkel p in einem Verzweigungspunkt V.

b b) Zeige: Eine solche Leitung ist kiirzer als eine

2 Verbindung langs den Rechteckseiten

b 'V1 V2. H oder lings den Rechteck-Diagonalen.

/ ~¢) Bei welchem Rechteck (Seitenverhiltnis=?)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, a ) fallen die Verzweigungspunkte zusammen ?
a) Abkiirzungen erleichtern den Verkehr: N U o

a=a/2, b=b2, y=p/2, N\ by s/
Armlinge s = /x2+Db'2 2 v

b)

20

Lénge der Leitung 1(x) = 4s + a — 2x b "a—2x \X
1(x) =4./x2+b'2 +a-2x / \

Grenzfille: 1(0)=4b +a=2b+a

(&) =4./a2+Db?2 e ‘
1(a) = 2./(22)2+(2b')2 = 2./a2+ b2 (doppelte Diagonale)
Ix)=4-—2X __2-0 =2x=/x2+b? =3x2=b2 =x=1/3b
Y /8
lpin =1G4/3b) =4 Ab2+b2+a-2./3b' = 8,/8b'+a-2./3b' = a+b./3
tanp' =2 = /3 = ' =60° p=2p' = 120°

Rechteckumfang — 1. = 2a + 2b —-a-b./3=a+b(2-./3)>0,

also ist die Leitung kiirzer als der Rechteckumfang.

Annahme: Diagonalenldnge >1 ;.
2. Ja2+b%2>a+b./3 | quadrieren
4(a2+b2)>a2+2ab./3+3b2 = 3a2-2./3ab+b2>0
= (./3a-b)?>0, also stimmt die Annahme

Zusammenfallen V, =V, , wenn a =2x = 2,/3b = 1,/3b
Seitenverhiltnis (lang:kurz) b:a = ./3

Auf einer Strafle ndhert sich jemand dem Ort P.

Auf der Strafle kommt er voran mit der Geschwindigkeit v,
im Gebiet von P mit der Geschwindigkeit v,, (<vy).

In welchem Winkel € muss er von der Strafle in Richtung P abbiegen,
wenn er moglichst bald in P ankommen will ? tane = ? P‘

Vs>V /y
Fahrzeit t(x) =t +t =5+V£=1+i—“'a_x)2+b2 ‘e
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tx) =1+ @0 __0

Vs VpA/(a—x)2+b2 -
v,/(a—x)2+Db? = v(a-x) || quadrieren
v2(a-x)2+v2b? = vi(a-x)?

v2b? = (vZ-v2)(a-x)?

2 v2—v2
(aEx)2 =-—=2_P tang = %{ = Jv&/v2-1

2
Vo

Fermat-Prinzip
Licht nimmt seinen Weg immer so,
dass es ihn in der kiirzesten Zeit A
zuricklegt.
(Pierre de FERMAT, franzosischer
Mathematiker, 1601 bis 1665)
Zwischen den Punkten A und B soll eine
Lichtverbindung hergestellt werden:
A liegt in einem Stoff, in dem die
Lichtgeschwindigkeit c, ist,
B in einem Stoff mit der Lichtgeschwin-
digkeit ¢, . G ist ein Punkt der Flache, in
der die beiden Stoffe aneinandergren-
zen. Der Lichtstrahl geht durch G.

Von A nach B braucht das Licht eine
Zeit, die von x abhangt: t(x) =t, + t,

bx) = Ly ¥ - Jx2+a? Jle-x)2+b?
Ca cb ca Cb

X + —(e—x) 0
c /x2+a2 cp./(e—x)2+b?
xcpA/(e—%x)2+Db? = (e—x)c,/x2 +a?

xcpv = (e—x)c u |[:uv

t'(x) =

X _ ,e—Xx . _ .
Cpy = Ca—~ = CpSINAL = c,sInf

sina. _ Ca
sinf ¢,
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c=SP= V(a—x)2+b? P.

c
S//\rp b
%‘xe\ a—Xx

sin o _ 9
sinf3

Lichtgeschwindigkeit ¢, X3

Lichtgeschwindigkeit c,

Einfallslot

G Grenzflache
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*22 Eine ruhende Kugel fillt aus der Hohe x und prallt am ®
Boden elastisch nach oben ab. T
Aus welcher Hohe x muss die Kugel fallen, wenn sie in mog- A
lichst kurzer Zeit eine Steighohe h (<x) erreichen soll? 3
,,,,,, Um die Steighohe h zu passieren, vi |
t, o= /25N praucht die Kugel eine Zeit
xh= g gel eine Zeit,
e die von x abhangt:
t &( Z(X) = tX + th = tX + tx — tX—h = 2tx — tX—h
4 g th=ty—txn 2(x) = 2P_ [2(x=h)
g g
! — 2 1 _ 1 — _ 1
z(x) 2x/g J(x-h)/g 0= 2% J2(x-h)
_4
X = §h
23 Einem Halbkreis mit Radius 1 ist ein Rechteck
K einbeschrieben.
. Fiir welchen Winkel p hat das Rechteck
e M\ a) maximalen Flacheninhalt
@ ‘é\os m b) extremen Umfang (Maximum, Minimum ?)
a) Flacheninhalt F(p) = 2sinpcosp = sin2p
Grenzfalle: F(0°) = F(90°) = 0, absolute Minima bei p=0° oder p=90°
F'(1) = (cos2u)-2 = 0 = 2u=90°, p=45°
maximaler Flacheninhalt F(45°)=1.
Fiir Wurzelliebhaber: cosp=x, sinp= ,/1 —x2
F(x) = 2x./1-x2;
F'(x) =2./1-x2 + 2x—2%X_ =0
) Wy
2
J1-x2 = 5 )1(—x2 = 1-x2=x2 1_x2

b) Umfang u(p) = 2sinp+ 4cosp
Grenzfille: u(0°) = 4, u(90°) = 2
u(p) = 2cosp—4sinp =0 = tanp =0,5 = n=~26,6°
u(26,6°) ~ 4,47 ist absolutes Maximum des Umfangs.

Als Wurzelbehandlung: u(x) = 2x+4./1 —x2

') =2+4—2%_ -0 = J1-x2=2x = x=1./5
u(x) e X X = X 5[

u(},/5) =2x +4-2x =10x = 2,/5
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24
Einem Halbkreis mit Radius 1 ist ein gleich-
schenkliges Trapez einbeschrieben.
1 Fur welchen Winkel p hat das Trapez maximalen

Flacheninhalt?

Das Trapez ist achsensymmetrisch,
deshalb hat es denselben Flacheninhalt ‘ 5 SInp
wie das dick umrandeteRechteck e
(die grauen Dreiecke sind kongruent). 17
Rechteckflache F(p) = (1+cosp)sinp
Grenzfalle: F(0°) =0, F(90°) =1 : ‘1\
F(p) = sinp+cospsinp
F'(n) = cosp—sinpsinp+cospcosp = 0; auf cos umsteigen: (sin)2=1—(cos)?
cosp + (cosp)2 — 1+ (cosp)2=0
2(cosp)? + cosp — 1 = 0, Diskriminante D=1+8 =9

-1+3 1

cosp = —= = cosp=-1 oder cosp =3 = i =180° oder p=60°

F(180°) = 0 ist FlachenMinimum, also ist F(60°) = %ﬁ FlachenMaximum
Im Wurzelwerk: cosp=x, sinp= ./1 —x2

F(x) = (1+x)./1-x2
F'(x)=J1-%x2 + (1+x)—2%X_ =0 = ./1_x2 = (1exx

| 1 ¥ COS|L

2./1-x2 J1-x2
= 1-x2=x+x2 = 2x2+x-1 =0, Diskriminante D=1+8=9
X = —{T¢3 = x=-1 oder X=% sonst weiter wie oben.

25 Einem Kreissektor mit Radius 1,
Mittelpunktwinkel 45° 1
ist ein Rechteck einbeschrieben.
Fir welchen Winkel p hat das
Rechteck maximalen Flacheninhalt?

Flacheninhalt F(u)= (cosp — sinp)sinp _45° m

= cospsinp — (sinp)?
Grenzfalle: F(0°) = F(45°) = 0, abs. Minima
F'(n) = — sinpsinp + cospcosp — 2sinpcosp = 0
1 (cosp)? — 2sinpcosp — (sinp)2=0] : (cosp)?
1 - 2tanp - (tanp)2=0
sinpt (tanp)2 + 2tanp — 1 =0, Diskr. D =4+4 = 4.2

_/45° it tanp = :2-*—'-22-@ = _1+,/2
sinp COS|L — sinp
COS |

der negative tan-Wert hat nichts zu sagen,
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tanp=./2-1 = p= %; F(22,5°) ~ 0,207 ist FlachenMaximum.

(cosp)2 — 2sinpcosp — (sinp)2 =0 eleganter nach p aufgelost

((cosp)? — (sinp)?) — 2sinpcosp =0 = cos2p —sin2p =0
sin2p = cos2p = tan2p =1 = p =22,5°

Im Wurzelgeflecht: cosp=x, sinp= ,/1-x2
Fx)=(x-.J1-x2)J1-x2 =x./1-x2 - (1-x2) =x./1-x2 +x2 -1

Fx)=J1-x2+x——2=+2x=0 = 1-x2-x2+2x,/1-x2=0
J1-x2

2x./1-%x2 = 2x2-1 (o) || quadrieren = 4x2(1-x2) = 4x*-4x2+1
8x%-8x2+1 = 0, Diskriminante D =64 — 32 =32 =16-2

x2 = 8 i;éﬁ =2 i4ﬁ l6sen beide Ausdriicke die Gleichung (o) ?

soll man das vorfithren, zur Abschreckung ?

121

Ein gerader Kreiszylinder habe das Volumen V. Bei welchem Grundkreisra-

dius r und Hoéhe h ist seine Oberflache minimal, wenn
a) beide Deckel zur Oberfliche zdhlen

F = 2r2x + 2rrh, V=r2zh = h=_V

r2x

F(r) = 22+ 2rn—- = 2(12u+Y); F'(r) =2@2rn - %), F'(1) = 4(n+ )
N r r

2
r
F'r)=0 = 2r3n=V, r= f/;&; F"(f/%) =4(n+2m) >0
also ist die Oberflache fur r = f/% minimal.

b) nur ein Deckel zur Oberflache zahlt

F =r2x + 2rnh, V=r2zh = h:%
r<m

F(r) = r2n+2rn% =r2n+2Y; F'(r)=2(rn - KZ), F'(r) = 2(1”223)
rm r r r

F@)=0 = r3n=V, r= 72; F"(jg) = 2(n+2m) > 0
also ist die Oberflache fur r = f/g minimal.

¢) kein Deckel zur Oberflache zdhlt
F =2rnh, V=r2th = h= L

rn
F(r) = Zmr% = 2\?/; die Oberfldche hat kein Flachenextremum,
T

denn sie ist um so kleiner, je grofler der Radius ist.
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Einer Halbkugel mit Radius 1 ist ein gerader Kreiszylinder einbeschrieben.
(Dieselbe Anordnung entsteht auch, wenn die Figur in Aufgabe 22 um ihre
Symmetrieachse rotiert.)

Bei welchem Zylinderradius ist das Zylindervolumen maoglichst grof3?

Zylindervolumen V(r) = r2zh = r2x./1 -2

28

Grenzfille: V(0) = V(1) = 0, absolute Minima,
1. also absolutes Maximum fiir O<r<1
S W1-r? . 2
'(r) = —r24p2_—_ ) = _r2_
o | V') n<2rﬁ/1 rZ+r Ji——ﬂ) rn<2ﬁ/1 r J—>

ViR)=0 = 2(1-12) =12 s r= 2,V = 25x

Eine Olkanne soll die Form eines Zylinders erhalten, dem ein Kegel von
gleichem Grundkreis-Durchmesser aufgesetzt ist. Die Hohe dieses Kegels
soll 2 des gemeinsamen Grundkreis-Durchmessers betragen. Die Olkanne
habe den Rauminhalt V = 6.

Wie sind die Abmessungen der Kanne (Grundkreisradius x, Zylinderhche y
und Kegelhohe h) zu wahlen, wenn man einen moglichst kleinen Material-
verbrauch erreichen will ?

Wie grof} ist in diesem Fall die Oberfliche S der Olkanne?

(Aus der Reifepriifung 1957)

Kegelhéhe h=2-2x = $x

e Kegelvolumen Vi = %x%ch = %x%; . ‘—éx = gx3n

I .\ Zylindervolumen V= x2my

X
Kannevolumen V=Vi +V, = %x?’n +xX2ny = 61
2 27-2x3
B y = y= 9 _;E—_
Kegelmantelflache
Sk = xmm = xm./x2+h? = xm [x%+ %GXz = gxzn
. .. _9x3
Zylinderflache S, = x2x + 2xmy = x27 + 2x7 - % .27 ZZX
X

w24 27-2x3 _ 1 2,108 @ 2y _ 1 (y2 108
= X"+ g = 5u(9x*+==-8x%) = sn(x*+=7)

Kannefliche S =Sy +S; = 2x2n+in(x2+1%8) = In(15x2 + x2 +1%8)

S(x) = —n(16x2+@) = _n(4X2+2_7)
S = tn(8x+2) =0 5x=15 5h=2 5y=2 =S=12n
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*29 Aus einem quadratischen Karton von 10cm Seitenldnge werden vier kon-
gruente gleichschenklige Dreiecke, deren Grundseiten die Quadratseiten
sind, so herausgeschnitten, dass das Netz einer Pyramide mit quadratischer
Grundflache ubrig bleibt. (Aus der Reifeprifung 1957)

a) Wie lang ist die Grundkante der Pyramide zu wahlen,
damit das Volumen der Pyramide ein Maximum wird?
Pyramidevolumen V(x) = %xzh
Pyramidehohe h? = s2—(x/2)2
Seitenhalbierende s = 5,/2-x/2

10 = h? = (5./2-x/2)%—(x/2)2

= (5./2-x/2-%/2)(5./2-x/2+%/2)
=5,/2(5./2-x) = 50-5./2x

= V(x) = tx2-./50-5./2x = 1./5- /10x*~./2x"

> _1 40x3 - 5./2x%
X/2 [ 2./10x4 - ,/2x°
X = 40X3—5fx —5X3(8 J2x) =
s — 42
= X = — = — =
ﬁ f f

b) Berechne das Volumen und die Oberflache der Pyramide
fiir diesen Fall.

Volumen V(4,/2) = 1-32,/560-40 = 22,/10
Oberflache = Grundflache + 4-Seitenflache
F(x) = X2+4'%XS =x2+2x(5./2-x/2) = x(x+10./2-x) = 10./2x

F(4./2) = 80

c) Wieviel Prozent der Kartonflidche miissen weggeschnitten werden ?
Abfall = 100 — 80 = 20, das sind 20% der Kartonflache.

r . Aus einem Kreis mit Radius r soll ein Sektor mit
i Mittelpunktwinkel p so geschnitten werden,
dass er sich zu einem Kegel biegen lasst,
der moglichst grofles Volumen hat.
Berechne den Winkel p sowie vom Trichter:
Radius R, Hohe h, Volumen V und Offnungswinkel 6.
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2rm
360°" = 1507 M

Bogenmal erleichtert den Verkehr: u=rp
u ist auch der Umfang des Kegel-Grundkreises
mit Radius R: u=2Rn

2Rn=rp = R= 51;‘[”;
Hohe des Kegels: h? = r2—R?2

h2 = 12— (£)%2 = (£)*(4n2- 1)

Kegelvol.: V(i) = iR%nh = }(£)%u2 - L. fAn2—u2 = (L)’ n/4n2u2 - pt

Grenzfalle: V(0) =V(2r) =0
V'(u) — %(2%)%8_%2&!& -0 = 2752M—M3 — M(2ﬂ2—M2) =0

2 /43.52“2_“4
= p=m./2=180°/2 ~ 254,6° =2lnp=§ﬁ
h2=r2-R2=r2-2r2=2r2 = h=R=1L/2
wegen h=R ist der halbe Offnungswinkel gleich 45°, also 6 = 90°.

Umfang u =

2

$¢31 Einer Kugel mit Radius r soll ein gerader Kreiskegel mit moglichst kleinem

Volumen V_;, umbeschrieben sein. Berechne
V VKugel

Kegelvolumen V = §x2nh

die Kegelhohe h muss abhangig sein von x und r,
die notige Beziehung findet man mit der Ahnlich-
keit:

dahnlich sind das graue und schraffierte Dreieck,

also gilt: }%f = %1 = x(h-r)=mr

m = ./x2+h?2 eingesetzt: x(h—r) = r./x2+h2
x2(h-1)? = r2(x2+h?)

x2h2 - 2hrx? + x2r2 = r2x2 + r2h?
x2h?2-2hrx2-r2h2 = 0 || :h(+0)
x2h-2rx2-r2h =0 = h(x2-r2) = 2rx?

= h= Xm (endlich!)

2
-r
2 4 .
V(x) = 1x2xh = ix2g. 21X% _ 2,0 X% Beide Kugeln
(x) = 3 3 x2-1r2 3 x2_72 haben zusammen
3(v2 22\ 4. dasselbe Volumen
V'x) = —I‘Jl: AxPxT-rf)xo2x _ wie der Kegel.
(x2—12)2
= 2x3(2x2-2r2-x2) =0 o X

= x=1/2 = h=4r
Vinin = V(r4/2) = 3x%nh = 1-2r2n- 4r = r3n = 2V,
me VKugel 2 I'1/§
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VII. Stetigkeit und Grenzwert

1.Betrag und abschnittweise definierte Funktion

o1 A Y
c) y
1+ x|
1ef
y X
O
, ! ) @ 1
y sgn (x+1)
i X
Ix+1] 1 | 5 ©
d) e)
S VS N —
-1 X
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5 a)

b)

VII. Stetigkeit und Grenzwert Betrag und abschnittweise definierte Funktion

od) f(X) = |4—2|X|| = 2||X|—2|

Nahtstelle 0
xz0 :f(x) = 2x—2|
Nahtstelle 2
xz2: f(x) = 2(x-2) = 2x-4
» 0=x<2: f(x) = 2(x-2) =-2x+4
2o x<0 :f(x) = 2|-x—2| = 2[x + 2

Nahtstelle -2
bt 2=x<0: f(x) = 2(x+2) = 2x+4
x<-2: f(x) = -2(x+2) = 2x-4

)
o

3% - |x]|

2
f(x) = [x+1|+|x-1] a) Y
Nahtstellen -1 und 1 [

2 Nahtstellen, 3 Abschnitte

x=-1: fx)=-(x+1)-(x-1)=-2x
—1<x=1: f(x)= (x+1) - (x-1) =2
1<x<oo: f(x)= (x+1) + (x-1) =2x

f(x) = [x+1]-|x—1|
Nahtstellen -1 und 1 b) I >
2 Nahtstellen, 3 Abschnitte |
x=—1: fx)=-(x+1) + (x-1) = -2 5
~1<x=1: f(x)= (x+1) + (x-1) =2x N— —
1<x<oo: f(x)= (x+1) - (x-1) =2 -1 1 X

f(x) = x| -[x— 1| +[x-2|
Nahtstellen 0, 1 und 2

3 Nahtstellen, 4 Abschnitte \ y
x=0 : f(X)Z —X + (X— 1) - (X—2 =—x+1 ©C s o
O<x=1: X): X+ (X—i) — (X—2 =x+1 /\.

f( )
1<x=2: f(x)=x- (x-1) - (x-2) =—x+3 1. """"""
2<x<o00: f(x)=x-(x-1) + (x-2) =x-1 I’ N S —
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d) f(x)=|x+[x+2]

Nahtstelle —2 d)
X=-2: fx)=[x—(x+2) =1]-2| =2 |x + |x+2]|
—2<x: f(x) = [x+(x+2) = |2x+2| = 2]x +1] g
Nahtstelle -1
-2<x=-1: f(x) = 2(x+1) = -2x-2
~1<x<oo: f(x) =2(x+1) = 2x+2 |
6
a) xsgnx = |x| b) xsgn(x-1)
7 a) sgnx
y
1 o—m——mm _—01
VI YT % I O R
01 10 o-1

e) f) h) sgn(x? = (sgnx)?

= (sgn x)2000 g) (Sgilx)2 i) (sgnx)2001=ggnx
y y y
1-0 1-0 10—
TR I R YT

a) f(x) =xsgn(1-x)
Nahtstelle: 1-x=0 = x=1
x>1: f(x)=x-(-1)=—=x
x=1: f(x)=x-0=0
x<1: f(x)=x-(+1)=x
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b) f(x) = |x|sgn(1-x) _
Nahtstellen 0 und 1 b) Ix|sgn(1-x)
x=0 : fx)==x N\ 1
O<x<1: f(x)=x
x=1: f(x) = 0 @
1<x : f(x) = -1 1 X
B
c¢) f(x) =xsgn(1-[x|) ¢) xsgn(1-|x|)
Nahtstellen: x =0 oder |x|=1=x=+1 \O v
x<-1: = 1-]x[<0: f(x)=x-(-1)=—=x
x=-1: f(x)=x-0=0

1<x=0: =1-|x[>0: fx)=x1=x ‘
O<x<1: =2 1-|x[>0: f(x)=x1=x -1 ; X

X-
x=1: f(x)=x-0=0 S
1<x: = 1-]x|<0: fx) =x-(-1) == 1

d) xsgn|1-x]|
d) f(x) =xsgn|1-x|
Nahtstelle1 4 ‘
x>1: f(x)=x-(+1)=x |
x=1: f(x)=x-0=0
x<1: f(x)=x-(+1)=x

a) y
X 10—
x|
| | |
-1 & 1 X
—0_1
) 7
X
— (x+1
IXI( )
D%
-1
10 a) y
o1 O
—1 & 1 X
H H
|x2-1]
x2-1
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a v

\ N\
|4-x2|
2 + |x|

b) e)
|(x-1) (x-3)|

BARTH | KRUMBACHER



130 VII. Stetigkeit und Grenzwert Betrag und abschnittweise definierte Funktion

|x4-1]
x2-1
y
- A
Y
12 L

|

1 1 (x2+41)sgn (x2-1)
c)
y

b) Y
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13
Y/ Porto in DM
357 i .
1 Portofunktion fiir
1 MaxiBriefe in Europa
307 im Jahr 1999
25+
I (3 fiir 0<x= 50
20~ 0 . 5 fir  50<x= 100
1 8 fir: 100<x= 250
1 o o f(x) = 12 fur | 250<x= 500
151 16 fir 500<x= 750
1 o 20 fur @ 750<x=1000
105 28 fir i 1000<x=1500
1. o——e 36 fir i 1500<x=2000
51 ons
e
i Gewicht in g X
O e | | | | | b
100 500 1000 1500 2000

2. Unstetigkeit und Grenzwert bei Polynomen

3-2x fur x=1

01 a) fx) ={5x—4 fiir x>1

f(1) =1
11>IT} f(X) = ll}T} (5X— 4) =1 = f(1)

also ist fin 1 stetig

1-x2 flir x<-1
-x-1 fur x=z -1

b) f(x) = {

f(-1)=0
lim f(x) = lim (=x-1) = 0 = f(-1)

X—>_1 X=S—

also ist f in -1 stetig
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1-x fir x=- —x2 fiir x<0
f = d f =
©) fx) { 1-x2 fir x>-1 ) &) { x2 fir xz 0
f(-1) =2 f(0)=0
li>m1 f(x) = li>m1(1—x2) =0 =+ f(-1) li<rr(1) f(x) = li<rr(1)(X2) =0 =f(0)
also ist f in —1 unstetig. also ist fin O stetig.
y

| =x2 fir x<1
e) f(X)_{ x2 fir x=1

lim f(x) = 113}(_;;2) + f(1)

also ist fin 1 unstetig.

02 Stetig sind Funktionen, deren Terme aufler Polynomen noch Betréage von
Polynomen enthalten. Verdachtig auf Unstetigkeit sind Funktionen,
deren Terme gestiickelt sind oder sgn(...) enthalten.

a) f(x)=|x|-1, fist stetig b) f(x) =x - |x|, fist stetig

1 X 1 X
x-|x|
c¢) f(x) =x%sgn(1—x) d) f(x) = (1-x)sgn(x2)
x2 fur x<1 1-x fir x<0
fx) =1 0 fur x=1 f(x) = 0 fir x=0
—x2 fir x>1 1-x fur x>0
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li(rr; f(x) = li}r}(x2) =1=+f(1) li<rr(1) f(x) = li<n(1)(1—x) =1+ f(0)
also ist fin 1 unstetig also ist f in 0 unstetig

‘x2sgn(1-x) (1-x)sgnx?
e) f(x)ll: 1- x-_sgn (x2) f) f(x)=(1—x-sgn(x))?
1-x fir x<0 (1+x)2 fur x<0
fx) =1 1 fiir x=0 f(x) = 1 fiir x=0
1-x fir x>0 (1-x)? fir x>0
E_IP f(x) = Ei‘%“‘x) =1 = f(0)
l{iﬁr}ré f(x) = Eﬁrf(l)(1+x)2 =1 = f(0)
also ist f stetig in 0 also ist f stetig in 0
y y
1 - xsgnx? (- x_sgnx)2

\ I NS

3 Untersuche, ob f'in 6 stetig ist, und gib - falls méglich — die stetige
Fortsetzung f an. Zeichne Gy .

a) f(x) = %x +4, fist stetig in 6.

T x24+2x-48
2x - 12

[ | [ 6_9
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b) f(X) +2x 48 _ (x+8)(x-6)

~12 2(x-6)
6 ist Defmitionsliicke
f(x) = —X+4 fir x+6 %(X)=%X+4
_ x2+2|x-6|-36
o flx) =2
6 ist Definitionsliicke
X<6:
_ x2-2(x-6)-36 _ x2-2x-24 _ (x+4)(x-6) _ 1
flx) = =2 = 5.6 = o6~ 2Xt?2
lim f(x) = lm( Xx+2)=5
X556 x56 2
X>06:
_ x242(x-6)-36 _ x2+2x-48 _ (x+8)(x— 6) —
flx) = =52 = 2(x-6) _  2(x-6) X+4

lim f(x) = 11}161;(§X+4) =17

xX26
die einseitigen Grenzwerte von f(x) in 6 sind verschieden,
also ist f in 6 nicht stetig ergéanzbar.

y

d) f(x)=1x+2+2sgn(x—6)2

\}

Qx +4 fir x<6
fx) = 5 fir x=6
%x +4 fir x>6
schliefit man den Funktionswert f(6) = 5 aus,

so lasst sich das Loch(6|7) stopfen, f ist stetig erganzbar: f’(x) = %x +4

e) f(x)= %X +1 + sgn(x—6) + 2sgn(x—6)2

%X+2 fir x<6
f(x) = 4 fiir x=6

%x+4 fir x>6
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schliefit man den Funktions- e)
wert f(6) = 4 aus, so bleibt Y

kein stopfbares Loch tibrig, | (6|7O)/

weil die einseitigen Grenz- 1
werte ungleich sind:

. 1 1 _
1{1&15 f(x) = ngfls(éx+2) =5
. 12 1 _
ng(l; f(x) = lerfé(éx+4) =7
f ist nicht stetig ergianzbar

*4 Bestimme k so, dass f an der Nahtstelle stetig ist.

1-x2 fiir x<1 1-x fiir x<0
f = b f =
a) fi(x) { kx-2 fur x=1 ) fi(x) { kZ2-x2 fiir x=0

fl(1)=k -2 f,.(0) = k2

lim () = lim(1-x2) = 0 lim (%) = lim(1-x) = 1
Bedingung fiir Stetigkeit: Bedingung fiir Stetigkeit:
fi(1) = Eg}fk(x) £,.(0) = Lig(l)fk(x)

also k-2=0 = k=2 also k2=1 = k=+1

-x-1 fur x<k
c) fi(x)=(x+1)sgn(x-k) = 0 fur x=k
x+1 fir x>k
lim (%) = lim(-x-1) = -k-1  limfy(x) = lim(x+1) =k+1
Bedingung: -k-1=k+1 fi k=-1
Kontrolle: f ,(x) = (x+1)sgn(x+1) =[x + 1|, f ; ist stetig.

5 Wenn der Grenzwert in a existiert,
dann existieren in a auch die einseitigen Grenzwerte.

a) f(x)= g =1, fur x+0; Ll_I)I(l) flx) =1

135

b) f(x)= Iﬁl ={ —1 fur x<0 iy f(x) = ~1 = lim f(x), lim f(x) existiert

1 fur x>0 x50 x20 x—0 nicht
c) f(x)=- % = —% = —|x| , fur x+0; Lli[(l) fx) =0
d) f(x)= ’2‘%)2( = -1, fir x+2; lirr% flx) = -1
_x-|x| _ | 2 fir x<0 .. B . 3
e) f(x)= - —{ 0 fir xo0 ,Llilf(l)f(x) = Z,leIf(l)f(X) =0

lim f(x) existiert nicht.

x—0
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f)

g)

VII. Stetigkeit und Grenzwert Unstetigkeit und Grenzwert bei Polynomen

f(x) = X=88n(¥) _ |-x~-1 fir x<0; [im f(x) = lim f(x) = lim f(x) =
sgn(x) x—1 fir x>0 *x=0 x20 x>0
2
£ |x“—1] _ [x—1[[x+1
e N
Nahtstellen: -1, 0, 1; Definitionsliicken: -1, 1
x<—1: f(x) = _(X_E)é:(iﬁi)) =-x+1, lim1 f(x) =2
-1<x=0: f(x)= w =x-1, li>m1 flx) = -2
lim f(x) existiert nicht
0<x<1: f(x)= % - _x-1, lim f(x) = -2
x>1: f(X)=%)1(+—1) =x+1, li}r} flx) =2
lin} f(x) existiert nicht
. X4+X .
1{13(1) T: hm(1+X) = 1
lim X2=X=2 _ Jjy G+DE=2) lim(x+1) =
X—=2 X— X—2 xX—2 x—2
. 16+x%+8x _ x248x+16 _ 10 (x+4)2 _ . o _
fim, 1622285~ fm 28—t L85~ i (x4 4)) =0
8x—x2-12 _ p: —(x2-8x+12) _1:  —(x=2)(x—6) _1:. (1 _
i L S ) B L T il L AR
. 4x3_-24x2+36x _ 4x(x2-6x+9) _ 4x(x-3)% _ 4
b 2 ox M0 ) - A Bx(xos) - mg(x-4) =
. X3—X2—4X+4__é_
E—If(l) x2_3x+2 2 2
. x3-xZ_4x+4 _ x2(x-1)-4(x-1) _ x2 -
lim X = lim gy = m =y = lim(x+2) = 3
lim X2=X2—dx+d = lim(x+2) =

x2_3x+2

X—)
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3. Stetigkeit und Grenzwert

*1 Zeige: fist stetig in a.
Gib zu den e-Werten 0,1 und 0,001 eine passende 6-Umgebung von a an.

a)

b)

d)

fx)=—x, a=1

8-Umgebung von 1: [x-1| <8

fx) - f@)] = x-Dl=lx+1=[x-1] <3

Zu jedem >0 gibt es ein 0 = ¢ so,

dass gilt: |f(x) — f(1)| <& (=0). Also ist f stetig in 1.

e=0,1:  Us(1) =Up,(1) =11-0,1;1+0,1[ =10,9;1,1]

£=0,001: Uy(1) = Uy go4(1) = ]1-0,001;1+0,001[ = ]0,999;1,001[
f(x) = %X+3, a=2

d-Umgebung von 2: [x— 2| <8

If(x) — f(a)| = \(§x+3)_(§-2+3)\ = ‘%x—i‘ = 1x-2| <15

Zu jedem >0 gibt es ein 0 = 2¢ so,

dass gilt: |[f(x) - f(2)| <¢ (=%8). Also ist f stetig in 2.

e=0,1:  Uy(2) =Up,2) =12-0,2;2+0,2[ = 11,8;2,2]

£=0,001: Uj(2) = Uy 002(2) = 12-0,002;2+0,002[ = ]1,998;2,002]

fx)=mx+t, a=1

8-Umgebung von 1: [x-1| <8

If(x) - f(a)| = |mx+t — (m-1+t)| = |mx — m| = |m||x- 1| <md
Zu jedem e>0 gibt es ein & = ¢/|m| so,

dass gilt: |f(x) — f(1)|< e (=|m|d). Also ist f stetig in 1.
e=0,1:  Uy(1) = Ug 4/m(1) = [1-0,1/|m];1+0,1/|m][
£=0,001: Uy(1) = Ug g91/jm|(1) = 11-0,001/|m|;1+0,001/|m]|[

f(x)zi, a=3

d-Umgebung von 3: |[x— 3|<d = 3-8<x<3+96
) - @) =11-[ =122 < 2 < 2 <e

= 0 <9e - 30¢

9¢
= 0 < 1+3¢

e=01=38<2 (0,7
_130.487 (o :
US(S) - ]E aﬁ[ (~ ]2a373’7[)

— 9 (»
£=0,001 = §< 2 (~0,009)

_13000.3018 ~ .
US(S) = ]m ’1003 [ ("’ ]2>99173>009[ )

BARTH | KRUMBACHER



138 VII. Stetigkeit und Grenzwert Stetigkeit und Grenzwert

2 a) li}t}A/i—X2 =0
b) Lim X=X = Jim XXX _ i x-1) =1
x20 ﬁ x20

x>0 A/;(
c) E_Iﬂlj)—(__élz LI_IBL(J;( j;()(_ﬁ+2)—11m(ﬁ+2)

. x2_4 (x=2)(x+2) _ JX=2X-2(x+2) _
d) li *==5 = lim S=reen=t = lim St res lim/x-2(x+2) =

3 f(x) —b=1%41=_3_

X+2 X+2
a) Gib einen Wert r so an, dass fiir x>r gilt: [f(x) — b|< - 165
EN S 1 o1
w3 <10 = ez <300 = |x+2] >300

fir x>0 gilt x+2 > 300 = x>298, also r=298

b) Zeige: Zu jedem £>0 gibt es einen Wert r so,
dass fur alle x>r gilt: |[f(x) — bl< .
Welcher Grenzwert ist damit nachgewiesen ?

3 1 € 3
— - < = |x+2 > <
X+2 |x+2] 3 | |

fiir x>-2 gilt x+2 >2 = x> 3 _2 alsor= i 2

<& =

Damit ist nachgewiesen: lim f( ) =-1

c) Zeige: Zu jedem e>0 gibt es einen Wert s so,
dass fiir alle x<s gilt: |f(x) — b|< e.

Welcher Grenzwert ist damit nachgewiesen ?

3

fir x<2giltx+2<3 = X< 3 _2, also s= i 2

Damit ist nachgew1esen: lim f(x) =—

X—>—00

4 Stetig sind
k mit k(x)=c, i mit i(x)=x, w mit w(x)=./x und s mit s(x)=sinx.

a) f(x)= %1

Der Zahler z ist als Differenz stetiger Funktionen z =1 - k stetig;
der Nenner n ist als Produkt stetiger Funktionen n = k-i-i stetig,
Der Quotient z/n ist deshalb auch stetig.

b) f(x) = ./1-(sinx)?2

s ist stetig, also auch s2, also auch d = i—s2, und damit f = wed

¢) f(x) =|x|= /x2; fist stetig wegen f = we(i-i)
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_ |z(x)
In(x)]

|z|=|k—1|ist stetig, ebenso|n|= w°(1-s2), also auch f =|z|/|n|

d) f(x)=

COSX

5 a) f(x)=x3-x2-1, 1=[0;2]
f(0) =—1, f(2) =3; fhatin I mindestens eine Nullstelle, denn:
f ist definiert und stetig auf I und hat an den Randern Werte verschie-
denen Vorzeichens.

b) f(x )——x sinx, I=[1;2]
f(1) =

c¢) f(x)=x-tanx, 1=[4;4,5]
f(4) ~ 2,84, f(4,5) ~-0,64; Begriindung wie in a)

6 Zeige: fmitf(x)= X— hat in [a;b] =[1;3] keine Nullstelle,
obwohl f(a)<0 und f(b)>0 ist.
Warum widerspricht das nicht dem Nullstellensatz?

0,5 -sin1 <0, f(2) =2 -sin2 > 0; Begrindung wie in a)

f hat im Intervall in 2 eine Definitionslicke.

o7 Zeige: fhatin I genau 1 Nullstelle. (Nullstellensatz, Monotonie!)
a) f(x)=x3-6x2+9x-2, I,=[0;1], I,=[3;5]

f'(x) =3x2-12x+9=3(x2-4x+3)=3(x-1)(x - 3)

I,: f0)=-2, f(1)=2
f hat in I; mindestens eine Nullstelle (Begriindung wie in 5 a)).
f hat in I; genau eine Nullstelle, wenn f in I; monoton ist.
f' wechselt das Vorzeichen in 1 und 3, also nicht in [0;1],
deshalb ist f in [0;1] monoton (steigend).

L,: f(3)=-2, f(5) =18
f hat in I, mindestens eine Nullstelle (Begriindung wie in 5 a)).
f hat in I, genau eine Nullstelle, wenn f in I, monoton ist.
f' wechselt das Vorzeichen in 1 und 3, also nicht in [3;5],
deshalb ist f in [3;5] monoton (steigend).

b) f(x)=x5+2x3+x-5, I,=[1;2], I,= [1,1(1)]

f'(x) = 5x* + 6x2 + 1 = 1, f steigt streng monoton

I: f(0) =-5, f(2) = 45; Begriindung wie in a)

I,b: f(1)=-1, f(1,1) > 0; Begriindung wie in a)
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*8 Bestimme ein Intervall der Lange 1 mit ganzzahligen Grenzen,
in dem f mindestens einmal den Wert y annimmt.

a) f(x)=x3-x-1, y=f(a)=10
f(0) =-1; f(1) =-1; £(2) =5; f(3) = 23; wegen 5<10<23 ist 2<a<3
b) f(x)=x%-3x%2-x, y=f(a)=-1

f(0) =0; f(1) =-3; f(2) =2; wegen —3<-1<2 ist 1<a<2
Wegen -3 <-1<0 ist auch 0 <a<1 Losung.

9
2t (e )eet) (—X—i)(’;”) =x+1,x20
f(x) = = = == = y d +1
a) f(x) <2_1 |x|-1 !X—_lxn_x1+1) =1-x,%x<0 und x =
lim ==~ hm(1 x)=1 lim = =lim(x+1)=1

X*OJ_-i x50 X»OJ_-i x20

fist stetig in a=0, +1 sind Definitionsliicken.

sin 2*1 _ gin1,x>-1
b) f(x) = sin X+1] — x+1
x+1 . —-x-1 .
sin ——— = sin(-1),x<-1

lim sin X+l — lim (sin(~1)) = sin(-1)

X3—1 X+ 1
lim sin 24 = Jim (sin1) = sin1
x2>—1 X+ 1 x2—1

f ist nicht stetig in a=—1, —1 ist Definitionsliicke.

c) f(x)= &+1 fir 0=x<4
19-x2 fur 4=x

li}r}Lf(x) = li;r}L(J;(+ 1) = 3 =f(4) = 3; fist stetig in a=4.

10 f(x) = X oony = M-I o o le—(JEIXIIXI)SgnX

Jx] NEEY
~1-x/-x x<0
f(x) = (1-|x|J|x|)sgnx =
()= (-l Rsgmx = | ~1 X% X<0
Jx[-x? — lim(—1-x./=%) = —
a) E_ry)( T San)—LliI}(l)( 1-x./=x) =
Jx[-x? (1 _
b) (o) = im0 = 1
11 x2 fir x=1
a) fx)=4 . . .. ,f(1)=1=lim(sin )_s1n2,alsostetigin1
sin 5 fir x>1 N

BARTH | KRUMBACHER



12

VII. Stetigkeit und Grenzwert Stetigkeit und Grenzwert

2 fi =0,5
b) f(X)={ X ur x =0,

, £(0,5) =1 + lim (4sin%) = 4sin?,
4sin fir x>0,5 x20,5

also ist f unstetig in 0,5.

a

2

£x) = {ZX fur x=a

4siny fiir x>a
Bedingung fiir Stetigkeit in a: 2a=4sin
Einzige (triviale) Losung: a =0

f(a) = 2a lim(4sin}) = 4sin

a

2 L))

, alsor a—2sin3

141

Neue Aufgabe (ab 2. Auflage)

f(x) =

X fir x=a
cosx fur x>a

a) Zeichne G fur a= % 7 und zeige, dass f unstetig ist.

b) Zeige: Es gibt einen a-Wert so, dass f stetig ist.
Bestimme mit dem Taschenrechner ein Intervall der Lange 0,1,
in dem dieser a-Wert liegt.

Losung

1 1 :
a) f(Gm)=5n+0= Xlz1>r1¥r}2f(x) v

N
(&)
(o)
RES

b) Bedingung fiir Stetigkeit: f(a) = limf(x) = limf(x)

Deutung: Schnitt von cos-Kurve und Gerade mit y =x: cosa=a
d(a) =cosa—a Taschenrechner a, = 0,73 d(0,73) = 0,015...

Taschenrechner a, =0,74 d(0,74) =-0,0015..

aus dem Nullstellensatz folgt wegen der Stetigkeit von d:
Es gibt mindestens einen a-Wert € ]0,73;0,74[ so, dass f stetig ist.
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13

14

VII. Stetigkeit und Grenzwert Stetigkeit und Grenzwert

1
. 2_ B Sl
lim 3 = lim ’Z:hmuzO
X—->too X9 —4X X—>to0o x _ 2 X—>to00 X —

X

2

. _x3 -1 4_
lim 2-x 2 =0=1__4

o 4 x2 _xl_ii?o)é—i = lim 575 =%Foo
Lo sl b S

Jim 2 = lim Z—X% 2

lim 2% _ iy 2% _ oy 2-0 1 o

x>0 X8—2%2  x-0 X2(Xx-2) x>0 x2(0-2) x>0 x2
2-x3 T 2 —x3 lim 28

il—gl x3-2%x2 - xl—g1 x2(x-2) - XETZI 4(x-2) - )E1—>2 X—2
. 2-x3  -3/2 _ . 2-x3 _ -3/2
Ez{% x3-2x2 +0 - ESIE x3-2x2 -0 e

1 L 1 ; 1 17 2< )<y <
Xl_l)l’i% o1’ der Term ist nicht definiert fiir x?=4, also fiir -2=x=2

Definitionsmenge: x<—2 oder x>2

im —2C2)  _oim —=% i —=2 .2 -
52 [(x-2)(x+2) x2 . /-4(x+2) x-2 ,/-(x+2) +0

lim —— 22 ~lim—2%  _ lim -2 -, 2
52 [(x-2)(x+2) x>»2 ,[/(x-2)-4 =x>2 ,/x-2 +0
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VIII. Differenzierbarkeit

1. Differenzierbarkeit bei Polynomen

01 Gegeben ist ein Funktionsterm f(x). Bestimme f'(x) sowie Dy __und Dy.

, -1 fir x<0 . . v
Ix|' = { M fir xo0 D geschlossener Darstellung: |x|' = =

a) (x"x|) =n-x™1x| + Xn% =n-x™ x| + x™ x| = x1x|(n + 1)

D =IR; n=0:Dp =R\0}, n>0:Dy=RR

b) |x|/x=x/x nD; =R

(xl/x) = () = 5+ 252 =+ 5 =2
oder: (x./x) = (x32) = 2)(1/2 = % Jx Dy =R"
¢) (|x|sinx) = |X| sinx + |x|cosx g =R
li<n(1)f'(x) =0 = 11>n(1)f (x) also Dy =R
d) (|x|cosx) = |X| cosx — |x|sinx D, =R
limf'(x) = —1 + limf'(x) =1 also Dy =IR\{0}

x50 x20
e) (|x|tanx)' =sgnx - tanx + |x|(1 + (tanx)?)
= sgnx (tanx + x + x(tanx)?)
Dy = 1R\{(22—1)g}, zeZ
hmf (x)=0 = li>rr(1)f'(x) =1 also Dg=Dg

x50

2 Gegeben ist ein Funktionsterm f(x). Bestimme f'(x) sowie D;___und D;-.

_ |x[nxr-toxn-tx|

> - |x|nxn-3 — |x|xn-3
X X

xn)' |X|nxn—1_xn|_§|
() -
= |x|x2-3(n—1)
Dy, = Dy = RN0};
b) (J_’_‘) _ <£<) - ¥ inD,_ =R’

|X| X ax

(X_1/2)'= _% 2= é—j—_}g Df' = Dfmax - IR+
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| ( x ) _ sinxl3 - Ix|cosx _ x| sinx—xcosx
sinx (smx)2 X  (sinx)2
fmax = D' = R\{zn}, z€ Z
M .
Q ( ) _ cosxy ZIWISINX_ 1y cosx+ xsinx
CcosX (COSX)2 X (COSX)Z

Dg .. =R\(2z-1)7}, ze Z
limf'(x) = -1 # limf'(x) =1 also D¢ =D, \{0}

x%0 x20

\ tanX|X| [xI(1+(tan%)?) |1 fany—x—x(tanx)?
e) (tanx) - T x|

(tanx)?2 X (tanx)?

D; =Dp=IR\{zn}, zeZ

3 f sei differenzierbar. Leite ab:

a) (If)) = f'0- b) f(lx]) = £'(x])- 2!

04 o
a) f(X) _ { 2x -2 fur X=2

—x2+6x-6 fir x>2

f(2)=2= li}gf(x) , also ist f stetig in 2

1 2 fur X<2 . 1
f'(x) = limf'(x) = 2 = limf
® {_zm fir x> 27 oy =2 =m0

also ist f 1mal differenzierbar in 2

mey_ ) 0 fir x<2 B
f(x)—{ 9 fir x5 9 llrr%f(x)—0=|=hmf() 2

also ist f nicht 2mal differenzierbar in 2.

— fir x=1
b) f(x)= X
) fx) {X2—4X+2 fur x>1

f1)=-1= li}t}f(x) , also ist f stetig in 1.

' -1 fir x<1 NN
f'(x) = {ZX 4 fiir x5 1° hmf(x) —1¢Ezrf}f(x)— 2

also ist f nicht differenzierbar in 1.

2_6x+12 fiir x=3 .
¢ fx)=1% , f(3) =3 # limf(x) = 2
) &) {—x2+6x—7 fur x> 3 (3) X3>3( )
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also ist f unstetig in 3 und deshalb auch nicht differenzierbar in 3.
y y y
a) b) Gy c)
1 °
Gf
(] N
/ ®\1 X G
I
1 / ' 1
X
& 2 X\ & 3

d) £(x) = { %X(X2+3X—2) = %(x3+3x2—2x) fur x=1
~1x(3x2-12x+8) = -1(3x3-12x2+8x) fiir x>0
f(0)=0= li}r(l)f(x) , also ist f stetig in 0

f'(x)z{ p(3x+6x-2) fur x<0 " ooy - 1 Climf &)
~1(9x2-24x+8) fiir x>0 **0 x%0

also ist f 1mal differenzierbar in 0
" 3x+3 fur x<0
f (X) =1 9 ..
—Ix+ 3 fur x>0
limf"(x) = 3 = limf"(x)

also ist f 2mal
differenzierbar in 0

3 fir x<0
f”l —
() {—% fuir x>0

limf"(x) = 8 + limf"'(x)

8

I
I
NN

also ist f nicht 3mal | | | -
differenzierbar in O. -1 1

05 Auf Unstetigkeit verdachtig sind nur Funktionen mit sgn-Termen.

2 .o
a) fx)=x|x]=1% f1“1r x=0 , fist stetigin O
x2 fur x>0

— 1x(3x2-12x+8)

1 . —2x fur x<0 . 1 -0 =1 1
f(X)_{ 2x fiir x>0’ LliI}(l)f(X)_O lerf(l)f(x) y

also ist f 1mal differenzierbar in O

" -2 fur x<0
f = o
() { 2 fir x>0

limf"(x) = -2 = li>mf"(x) =0

x50 X2

also ist f nicht 2mal differenzierbar in 0
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—x fur x<0

b) f(x) =x-sgn(x)=1{ 0 fiir x=0 =[x y
x fir x>0 . Gy
f(0) = 0 = limf(x) = limf(x), also ist { stetig in 0 b) X
» _> 1
-1 fur x<0
f&)=1 0 fiir x=0 , limf’x) =1 + imf () = 1,
1 fir x>0 =
also ist f nicht differenzierbar in 0
. y
c) f(x)=x2|x|= —x7 ﬁfr x=0 , fist stetigin 0 c) Gy
x3 fir x>0
X
' -3x? fiir x<0
f =
&) { 3x2 fiir x>0 -1 1

li<n(1)f 'x)=0 = li>n(1)f '(x), also ist f 1mal differenzierbar in 0

" _ —6x fﬁI‘ x<0 . " _ R T "
= o s I =0 -lyr

also ist f 2mal differenzierbar in O
f ist nicht 3-mal differenzierbar in 0, weil ""'(x<0) = -6 und f"'(x>0) = 6

—x2 fur x<0
d) f(x)=x%sgnx)={ 0 fir x=0, f(0)=0= li}r(l)f(X) = li}%f(X)

x2 fir x>0

also ist f stetigin 0 d) Y G
f
-2x fur x<0
f'x)=4 0 fir x=0, li}r(l)f'(x) =0 = li}r(l)f'(x) .
2x fir x>0 = 1 x
also ist f 1mal differenzierbar in O
-2 fur x<0
f'®x) =4 0 fir x=0, Imf"x)=-2 * limf"x)=2
.. x50 x20 y G’
2 fir x>0 f
—1
also ist f nicht 2mal differenzierbar in 0 e) /

2 T 1
e) f(x)=x|x-1|= { -x*+x fur x=1 , fist stetigin 1 f’\ *

x2-x fiir x>1
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f)

g)

h)

a)

VIII. Differenzierbarkeit Differenzierbarkeit bei Polynomen

" _ -2x+1 fur x<1 . ' _ . ' _
f(X)"{ ox—1 fir x> 1 limf'(x) = -1 + imf'(x) = 1

also ist f nicht 1mal differenzierbar in 1.

x2-2x+1 fir x>1

147

2 .o
fx)=|x-1|x-1) = {_X +2x-1 fur x=1 , Tist stetigin 1

Yy
Pl = | ~2x+2 fiir x<1 . Gy
2x—-2 fur x>1 f)

limf'(x) = 0 = limf'(x), @/; -
also ist f 1mal differenzierbar in 1 /

o | 2 fir x<1  enin o e ong
f(x)—{2 iy X>1,£1£r>r}f(x)— 2=|=L1£}f(x)—2
also ist f nicht 2mal differenzierbar in 1.

3 2 .o
flx) = |x - 1|(x - 1)2= § 7% +3x°-3x+1 f1"1r x=1 , fist stetig in 1
x3-3x2+3x-1 fiir x>1

' -3x2+6x-3 fir x<1
f(x) = G

®) { 3x2-6x+3 fir x>1 g) ,
l(lﬁlj}f (X) =0= l(lzlj}f (X) ) °
also ist f 1mal differenzierbar in 0 1 X

1" —6x f1"1r x<1
f =
(x) { 6x fur x>1

li<nr}f "x)=0 = ligr}f "(x), also ist f 2mal differenzierbar in 0.

f ist nicht 3-mal differenzierbar in 1, weil f"'(x<1) =—6 und f"'(x>1) = 6

fx) =[x -12x-1) = x-1)?*(x-1) = (x- 1)
f ist eine Polynomfunktion und deswegen stetig
und beliebig oft differenzierbar.

06 Auf Unstetigkeit verdachtig sind nur Funktionen mit sgn-Termen.

2 .o
f.(x)=|x+1|(x-a)= {—x ~(1-a)x+a fir x=-1 , T, ist stetig in -1

x2+(1-a)x—a fir x>-1

f'(X) _ —2x—(1—a) fur x<-1
2x+(1-a) fir x>-1

a
)E_{Elifa'(x) =2-1+a=a+1 R )llzleifa‘(x) —_94+1-a=-a-1

wenn beide Grenzwerte gleich sind,
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dann ist f, 1mal differenzierbarin-1:a+1=-a-1=a=-1
f , ist 1mal differenzierbar in —1: f /(-1) =0

" 2 f 1 . " . "
£ (x) = { 5 fﬁi‘ ii I , lim £ (x) = -2 + lim £ (x) = 2

also ist f | nicht 2mal differenzierbar in —1.

b) f

2
LX) = (x + 1)|x—a|={_X ~(1-a)x+a fir x=a , T, ist stetig in a

(1-a)x—a fir x>a

a

F(x) = -2x—(1-a) fl?.I‘ x<a
2x+(1-a) fur x>a

lim f,(x) =-2a-1+a=-a-1, limf;(x) =2a+1-a=a+1

X5a
f, ist 1mal differenzierbar in a, wenn:-a-1=a+1=a=-1

f , ist genau 1mal differenzierbar in -1: f,(-1) = 0.

-x-1 fir x<a
c) f,(x)=x+1)sgn(x-a)=: 0 firx=a
x+1 flir x>a
limf(x) =-a-1, limf(x) =a+1
X35a X2>a
—a—1=a+ 1= a=-1, die beiden einseitigen Grenzwerte existieren,
haben den Wert 0, sind also gleich dem Funktionswert f ,(-1) = 0,

f , ist stetig in -1

: ~1 fij -1 o
f_i(x)z{ ) fzi ii L , lim f'(x)=-1% lim f14(x) =1

also ist f | nicht 1mal differenzierbar in —1.

-x+a fur x<-1
d) f,(x)=(x-a)sgnx+1)= 0 fiir x=-1
x—a fur x>-1

limf(x)=1+a, li}{lif(x) =-1-a

X5—1
1+a =-1-a = a = -1, die beiden einseitigen Grenzwerte existieren,
haben den Wert 0, sind also gleich dem Funktionswert f ,(-1) = 0,

f , ist stetig in -1
' _ 1 fur X< —1 _ . ' _
f/(x)= { 1 fir x> 1 hm1 fli(x)=-1= )113)1511 fi(x)=1

also ist f ; nicht 1mal differenzierbar in —1.
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d)

VIII. Differenzierbarkeit Differenzierbarkeit bei Polynomen 149

fa(X) _ 4-x2 fir x=1 , fa(i):4_1:3
x2+ax—1 fir x>1

l{iir}fa(x) = a, Bedingung fiir Stetigkeit: a =3

: _ 4-x2 fur x=1
fs ist stetigin 1: f5(1) =3, f3(x) =
h 181 (1) 3 {X2+3X—1 fir x>1

' _ —2X fuI‘ X<1 . ' — . ' —
f?’(X)_{zx+3 fiir x> 1° 5 fs(x)=-2+lim 500 =5

also ist f5 nicht 1mal differenzierbar in 1.

x2 fir x=1
X) = , f.(1)=1
(x) {2x2+ax+1 fur x>1 )

Liir}fa(x) = a+3, Bedingung fiir Stetigkeit: a+3=1 = a=-2

‘ o i 2 fir x=1
f o ist stetigin 1: f,(1) =1, f,(x) = X
- ¢ 2 %) {2X2—2X+1 fur x>1

' _ 2x fir x<1 . 1 _ 1 1 _
fox) = Ax—9 fir x> 1 LliIH flo(x)=2 = le{q flo(x)=2

also ist f , 1-mal differenzierbar in 1.

f

a

(x) = ax—x>2 fl:lr X=2 ] fa(2) —9a_4
a(2-x) fur x>2

!{izrgfa(x) = 0, Bedingung fiir Stetigkeit: 0=2a-4 = a=2

fy ist stetig in 2: £5(2) =0, fy(x) = 2x—x? flﬁr X=2
4-2x fir x>2

' 2-2x fi 2 g s
fy(x) = { _ZX fzi §§2 ) !{125 fo(x)=-2 = g}% fo(x) =-2

also ist f, 1-mal differenzierbar in 2.

fa(X) _ a—x2 fir x=a , fa(a) —a-— az
x2-4x+3a fur x> a

limf,(x) = a2~4a+3a = a2-a , Bedingung fiir Stetigkeit:
X2>a

a2-a=a-a?=2a(a-1)=0=a=0o0dera=1

2 . <
f, ist stetig in 0: £,(0) =0, f)(x) = X ﬁ__lr x=0
x2-4x fur x>0
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. . 1-x2 fir x=1
f, ist stetigin 1: f,(1) =0, f;(x) =
1 & (1) (%) {X2—4X+3 fur x>1

' 2 f 0 . 1
£, (x) = { o X4 fﬁ; iio lim £,(x) = 0 + lim f(x) = 4

also ist f; nicht 1mal differenzierbar in 0

' -2 fu 1 . '
0= {25, B et =2 -y e
also ist f; 1mal dlfferen21erbar in 1

" —2 f 1 . " . "
f,"(x) = 5 fﬁi zii , lim £ (x) = -2 # lim £y (x) =
also ist f; nicht 2mal differenzierbar in 1.

8 Bestimme den Parameter a so, dass f stetig ist,
und untersuche, wie oft f an der Nahtstelle differenzierbar ist.

a) f,(x) = ax?—ax+4-2a fur x=1 f()—a-a+4-2a-4-2a
—2x2+(5-2a2)x+a fir x>1

Imf,(x) = -2+ 5-2a%2+a =3+a-2a% , Bedingung fir Stetigkeit:
x—1

3+a-2a2=4-2a=2a%2-3a+1=0=a=0,50dera=1

1v2_1v43 fiir x=1

f, - ist stetigin 1: fy-(1) =3, fox)=1 2 2
" " oo —2X2+gx+% fiur x> 1

i ig 1 2_x+2 fur x=1
f, ist stetigin 1: f,(1) =2, f,(x) = X“—-X+
1 ¥ 1@ 1) {—2X2+3X+1 fir x>1

x-1 fir x<1
fy 5 (%) = 2 , lim £ 5(x) = 1 = lim £}, 5(x)
’ —4X+ fir x>1  xs1 7 x»1

also ist ) 5 1mal differenzierbar in 1

. 2x—1 fii 1 o
f, (x) = 3X4X f3§§§1 lim f(x) = 1 * lim f3(x) = -

also ist f; nicht 1mal differenzierbar in 1

" . 1 fU.I' x<1 . n _ . " — _
fo5 (x) = { 4 fir x> 10 s (x) =1+ limfy 57(x) = 4

also ist f 5 nicht 2mal differenzierbar in 1.

b) f() ax2-2ax-20 fir x= a,fa(a)=a3—2a2—20
x2+16x+a3 fir x>a
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limf,(x) = a2+ 16a+a3, Bedingung fiir Stetigkeit:

X2a

a2+16a+ad =a3-2a2-20 = 3a2+16a+20 = 0 = a=-2 oder a=— 139

—-2x2+4x-20 fir x=-2

f 5 ist stetig in —2: f 4(-2) =-36, f,(x) = { <24 16x-8 fiir xo_2

f -10/3 ist Stetlg in -1 f 10/3( ) _ _%)
10,2, 20 10
f10/3(x) = R +§X—20 fir x=-10
X2 +16x— 1280 fir x> _130
' —4X+4 fur X< 2 . |
o (®) = 2x+16 fiur x>-2° hmf 5(x) = 12 :)gg‘zf—z (x)

also ist f , 1mal differenzierbar in -2

—29x+—— fur x<-10

f‘_ (X)= 3 3
1078 { 2x+16 fir X>—%

<111}(1)/3f 103/ (x) = 20 % >1111T})/3f 10/3'(X) =

also ist f_ (/3 nicht 1mal differenzierbar in —10/3

LAl —4 f 2 " 3 "
fo(x)= 0 fﬁi zi o }grzlf (x)=-4 #)g)rgf_z (x) =2

also ist f 5, nicht 2mal differenzierbar in 2.

9
y y y
I b 9 |p
Gy Gy | Gy
1 \l \l \
& I1 X b I1 X I1 X
y y y ?
Gf X Gf' X Gf X
S \ o <\ D <\
y y y
Gf" X Gf" X Gf" X
Py . Py S Py .
N "y N\,
| Pist Hochpunkt mit | P ist Hochpunkt |
waagrechter Tangente P ist Hochpunkt und Ecke
I I A I
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y y y
d) e) \ | D
P P P
Gf Gf Gf
1 \l \ \
H—r S L :
P ist Ecke P ist Wendepunkt y /r)
y y
X X / X
D © ) D <
G, /\ / N\
T Gy Gy
y Gf" O y Gf 9
y
Gf" X X X
o O D D
P ist Hochpunkt |
und Ecke
b A I

7 A J
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y °
g) h) i)
P

' \ TN
\ . N s o /N s
TN N\ T/ N\
\\ Grf ' Gf ' / Gf '
In Pist f nur 1mal y OG
P ist Ecke differenzierbar f"
y
X Gf" X X
® — e
P ist Wendepunkt
Gy
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10

2
’ /
Gy
—1
a=1 X
/ (1]1) ist
Terrassenpunkt

y b) ¢ \Y
1l / \/
1 \ a / b 1
\/ I 1
1 /
/

/e
a=1 X
y
Gf
S/
X

In P ist f nur 1-mal
differenzierbar.

(2]0) ist Wendepunkt

\ g

In P ist f nur 1-mal
differenzierbar.

BARTH | KRUMBACHER
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Y f)
N a=1 X
A
I I I
Y7 (1]-1) ist Ecke
1
G/ *
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0) 0O)

b) /

y/’
1

/

ey

AN 7

\/ /ANANA

1 N
ﬂ 1

/

\

/N

A

\J

1
d) /’Y
1
1

y

/

4
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Ist Gp symmetrisch zum Ursprung, dann ist Gy symmetrisch zur y-Achse,

ist Gy symmetrisch zur y-Achse, dann ist Gy symmetrisch zum Ursprung.

212 Kurve-AbleitungsKurve:
B-G
D-L

K-B
U-D
R-A

A-1

N-F
L-M
I-P

F-G

E-C
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2. Differenzierbarkeit

1 Berechne die Ableitung f'(a) mit der Definition f'(a) = lim{(x)=f(a)

X—a -

a) f(x)= X+1,a:2 o
_f(x)-f(a) _ x+1 a+1 _ 1 _ 1
Sek steigung:  m, X—a x—a  ax+x+a+1 (x+1)(a+1)
iy e f(x)—f(a) 1 1
Tang.steigung: f'(a) = E_rg Srall eve EFEy Rl e
Tang.steigung in a=2: f'(2) = %

b) f(x) = A/X+1 a=3

f(x)-f(a) _ Jx+1-Ja+1 _ Jx+1-Ja+1 Jx+1+./a+1

M= 5 X-a X-a x+1+./a+1
_ 1
-~ Jx+l+.arl
vy e f(x)—f(a) 1 _ 1
fa) = E—Ig x-a  fa+l+.Ja+l 2Ja+1
Tang.steigung in a=3: f'(3) =1
2 Berechne die Ableitung f'(x) mit der Definition f'(x) = Llr%m#)
a) f( )= x+1
xX+h X
m. = f(x+h)-f(x) _ X+h+1 x+1 _ 1 _ 1
S h h x2+hx+2x+h+1 (x+1)(x+h+1)
' f(x+h)-f(x) _ 1
fiex) = hf(‘) h T (x+1)2
b) f(x)=./x+1
_ f(x+h)—f(x) _ Jx+h+1-,/x+1
m, = = -
Jx+h+1 Jx+1 Jx+h+1+/x+1 _ 1
h Jx+h+1+./x+1  Jx+h+1+./x+1

vy e fx+h)—fx) 1
Pl = m== == = ooy

) f)= [

x+1

x+h X
. o fxth)—f(x) _ Axehed Wxed
h h
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x+h x+h x+h
m.= A/x+h+1 Jx+1 A/x+h+1 x+1 _ _ x+h+1 x+1
JeratlEn )
_ x2+hx+th+h+1 _ 1
b 21 G beerhe ([t [29)
vy e f(x+h)—f(x) _ 1 _ 1
F60 =1} - (1) 2 20xrD)/x(x1)

83 Zeige: Aus [f(x)| =x2 folgt £'(0)=0.
Ifx)| =x2 <= x2=f(x) =x2=f(0)=0

f(X) £f(0) _ 11 fx)
f'(0) = 11m _ !{13(1)7

aus —x2 = f(x) = x2 folgt —x = % =x | lir%
X—

lim (- )éllm( )<11mX = 0=lim® =0

x—0 50 X x>0 x—0
H a) Zeige: Istf differenzierbar in x, dann gilt f'(x) = E_%f(x+h)2—hf(x—h) )
Eﬂr})f(“h)z_hf(x_h) _ E_I)r(l)f(x+h)—f(x)2 -i-lf(x)_f(x_h)
1.Summand: % 11_1}}) (X+hﬁ_f X) = %f'(x)

2.Summand:Substitution h=—k
1 lim f(x)- fgx+k 1 lim f(x+k)—f(x) _ %f‘(x)

2 k-0 -k T2 K0 k
Lirr(l)f(XJrh)z_hf(X_h) = 1.Summand + 2. Summand = f'(x)

b) Deute den Term f(X’Lh)z—hf(x—h)

b)

N /

: Der x-Wert des

. Kurvenpunkts

-ist gleich dem

' x-Wert der Sehnen- 5 5
- mittelpunkte.  h

—
X x+h

s Die x-Achse ist Grenzlage
x+h der Sekanten,
aber nicht Tangente.

BARTH | KRUMBACHER



158 VIII. Differenzierbarkeit Differenzierbarkeit

¢) Zeige an der Funktion f mit f(x) =|x|, dass die Umkehrung dieses Satzes
falsch ist.

Umkehrung: wenn f'(x) = %lin(l)f(XJrh)z_hf(X_h), das heiB3t f'(x) existiert,

dann ist f differenzierbar.
f(x) =|x| ist nicht differenzierbar in 0, aber der Grenzwert existiert:

. £(0+h)—f(0-h) _ .. |h|-|h| _
m=——on = Im—5 =0

d) In der Computer-Numerik zieht man n = f(x+h)2_hf(x_h) dem Term

vor, weil n bessere Naherungswerte fur f'(x) liefert.

m= f(x+hﬁ—f(x)

Berechne fiir f(x)=x3 den genauen Wert {'(1) und die Naherungswerte
fiir h=0,1 mit beiden Termen der Sekantensteigung.
f'(x) =3x2, f'(1)=3

o = f(1+0,1)—f(1) _ 1,13-13 _ 3,31

0,1 0,1
_ f(1+0,1)—f(1-(0,1)) _ 1,13-(0,9)3 _
n= 2:0,1 =~%9 =301

$5 a) Zeige: Ist Gy symmetrisch zur y-Achse, so ist Gy symmetrisch zu O.
Bedingung: Symmetrie zur y-Achse f(x) =f(-x), f(x+h) = f(-x-h)

Umformung f(x+hﬁ—f(x) _ f(—xi?_)h—)f(—x) _ _f(—x—l_lzl—f(—x) I LH%
f'x) = -f(-x)

b) Zeige: Ist G symmetrisch zu O, so ist G symmetrisch zur y-Achse.
Bedingung: Symmetrie zu O f(x) = —f(-x), f(x+h) = -f(-x-h)

f(x+h)-f(x) _ f(=x-h)+f(-—x) _ f(-x-h)-f(-x) || lim
) - lim ...

Umformung

h
f'x) = f(-x
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